内 容 简 人 


本 书 是 作者 在 几 所 大 学 授课 时 所 使 用 讲义 的 基础 上 , 经 多 次 修 
汉人 刘 补充 而 成 。 全 书 共 分 五 章 。 第 一 章 域 的 扩张 ,第 二 章 代 数 扩张 ， 
第 二 章 Galois 理 论 , 第 四 章 超 越 扩 张 , 第 五 章 整 扩张 。 作 者 在 题材 
的 选择 和 安排 上 , 着眼 于 域 的 基本 理论 和 基本 方法 以 及 对 于 其 他 学 
科 应 用 较 多 的 内 容 , 给 只 具有 高 等 代数 及 抽象 代数 初步 知识 的 读者 
近 供 了 一 本 系统 地 学 习 域 论 基础 的 书 。 

本 书 可 做 大 学 数学 系 学 生 的 教材 或 教 参 。 


人 


序 


域 是 代数 学 中 最 基本 的 概念 之 一 ， 历 史 您 入 。 星 在 十 九 世 纪 
初时， 在 Galois 研究 方程 的 著作 中 就 有 了 域 的 概念 的 朝 芋 ， 虽 
然 那 时 还 没有 域 的 抽象 定义 。1910 年 ，Ernst Steinitz 的 论文 
《 体 的 代数 理论 》, ( Algebraische Theorie der Korper, 
J.reine und angew。 Math.。 137 ( 1910) 7 问世。 在 这 
篇 论文 里 ， 第 一 次 对 于 域 的 理论 作 了 全 面 、 系 统 的 阐述 ， 黄 定 了 
域 论 的 基础 。 时 至 今日 ， 域 论 不 仅 本 身 是 代数 学 中 一 个 内 容 让 富 
的 重要 分 文 ， 而 且 也 是 学 习 其 它 一 些 分 支 ， 如 代数 数论 ， 代 数 几 
何 ， 环 论 ， 代 数 群 等 所 不 可 能 少 的 基础 知识 ， 此 外 ， 有 限 域 在 近 
代 的 编码 和 计算 机 理论 中 都 有 者 应 用 。 

这 本 书 最 初 是 作者 于 1982 年 春 应 云南 大 学 数学 系 之 递 ， 在 该 
系 讲授 域 论 时 所 编写 的 讲义 ， 以 后 又 经 过 多 次 修改 和 补充 。 共 包 
括 五 草 。 第 一 章 介 绍 域 扩 张 及 有 关 的 一 些 最 基本 的 概念 ， 这 是 研 
究 域 的 基本 思想 ， 第 二 章 介 绍 代 数 扩张 ， 其 中 对 于 可 分 性 的 问题 
作 了 较 细致 的 讨论 ;第 三 章 介 绍 Galois 理论 ; 第 四 章 介 绍 超越 
扩张 ， 包 括 超越 基 及 超越 次 数 ， 可 分 性 ， 导 子 等 ;第 五 章 介 绍 整 
扩张 ， 包 括 环 的 整 扩张 ， 局 部 化 及 了 Hilbert 零点 定理 等 ， 这 是 交 
换代 数 的 最 基本 的 内 容 ， 有 看 广泛 的 应 用 。 作 者 的 意图 是 向 只 有 具 
有 高 等 代数 及 抽象 代数 初步 知识 的 读者 提供 一 本 系统 地 介绍 域 论 
基础 的 书 。 在 题材 的 选择 和 安排 上 ， 着 眼 于 域 的 基本 理论 和 基本 . 
方法 以 及 对 于 其 它 学 科 应 用 较 多 的 内 容 ， 并 不 追求 全 面 和 完备 ， 
因此 ， 对 于 有 些 本 来 应 该 属于 域 论 的 题材 ， 如 有 序 域 ， 赋 值 等， 
就 没有 包括 进去 。 


首先 要 感谢 云南 大 学 数学 系 的 一 些 同 事 ， 正 是 由 于 他 们 的 盛 
情 邀 请 ， 才 使 作者 想到 要 编写 一 本 有 关 域 方面 的 书 。 在 编写 过 程 
中 ， 我 的 许多 同事 曾 给 予 不 少 帮 助 。 特 别 是 欧洲 梅 同志 ， 她 不 仪 
仔细 地 阅读 了 原稿 ， 而 且 还 用 原稿 作为 讲义 ， 在 本 校 及 外 校 讲授 
了 数 次 ， 提 出 了 很 多 宝贵 的 意见 。 谨 在 这 里 表示 感谢 。 
希望 读者 批评 指正 . 
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第 一 重 ” 域 的 扩张 


1.1 子 域 和 扩 域 ”添加 


读者 都 已 熟悉 域 的 定义 。 一 个 域 是 一 个 至 少 有 两 个 元 素 的 集 
严 ， 在 其 中 定义 了 两 个 代数 运算 ， 分 别 叫 做 加 法 和 乘法 : F 对 于 
加 法 来 说 作成 一 个 Abel 群 ， 玉 的 全 体 非 零 元 素 对 于 乘法 来 说 作 
成 一 个 Abel 群 ， 并 且 加 法 与 乘法 被 分 配 律 联系 着 ， 

设 是 域 久 的 一 个 子 集 。 如 果 对 于 KK 的 加 法 和 乘法 来 说 ，F 
本 身 也 作成 一 个 域 ， 就 称 户 是 玉 的 一 个 子 城 ， 而 KK 是 了 的 一 个 扩 
域 ， 以 后 我 们 常常 用 符号 天 /不 表示 天 是 不 的 扩 域 ， 并 且 称 为 一 
个 域 扩张 。 

设 尼 /不 是 一 个 域 扩 张 。 如 果 刀 是 天 的 一 个 子 域 ， 同 时 又 是 万 
的 一 个 扩 域 ， 就 称 丸 是 域 扩张 玉 / 态 的 一 个 中 间 域 . 

设 不 是 域 玉 的 一 个 子 域 。 了 是 天 的 一 个 子 集 。 令 { 尼 ojoer (7 
是 一 个 指标 集 ) 是 域 扩张 /FF 中 包含 7 的 中 间 域 的 全 体 。 显 
然 KE{Ba)joer， 所 以 {Ba)se1 关 CE。 令 B= [1B。. 那么 是 


KK/FF 的 一 个 中 间 域 。 它 古 K 中 包含 Ff 和 了 T 的 最 小 于 域 ,， 记 作 
F(T )。 称 为 添加 7T 于 F 所 得 的 扩 域 ， 或 称 为 T 在 上 所 生成 的 
域 ， 

当 T={ 丰 ，，…，，tr) 是 下 的 一 个 有 限 子 集 时 ， 我 们 把 FCT》 
记 作 了 玉 (tf,……*， Yo ) 。 这 了 时 就 说 Ft, "“"*, t,) 是 在 Ff 上 上 有限 生 
成 的 。 特 别 ， 漆 加 单独 一 个 元 素 t 于 所 得 的 扩 域 FCY ) 则 做 到 
的 一 个 单 扩 域 . 

定理 1.1.1 设 是 域 久 的 一 个 于 域 ，T，T1:，7T, 都 是 K 


1 


一 一 IE 
we i lel .mm wi HOP i pi HP 


的 于 集 。 
(i) F TILUT,)= FOTOT,) 
(ii》 令 (Sa}jaeil 是 T 了 的 一 切 有 限 子 集 所 成 的 子 集 族 , 那 么 
F(T)=\) FS.) 


aeli 


(iii) 设 T= {tt ,…,t,} 是 有 限 集 。 那 么 


g(ti, *, 4 天 0 


这 里 F[ 关 ,,…, 守 。] 是 F 上 不 相关 不 定 元 了 1 ,… ,了 ,的 多 项 式 : 
环 。 

证 (i) FEOF(OTI) (TT,), 人口 人 三 有 (7 ) 7) 而 
F (7T:U7Z2:) 是 到 的 既 包 含有 又 包含 UT: 的 最 小 于 域 ， 所 以 

F (Ti UT EF (TT,) TT,)., 

反 过 来 ,F(T 1) 是 FCTLU 7;) 的 子 域 ,又 T, 守 F(T UT,).。 
因为 F(T1) (7T;) 是 的 既 包 含 F(T)) 又 包含 Ts 的 最 小 于 域 ， 所 
以 


及 (人 ) (T, EF TI UT,)., 
(ii) ”由 定义 ， 对 于 每 一 个 49E€JIJ，F(S。) 守 F(T)， 从 而 ， 


UF(S) SFT). 


昭和 名 了 


令 节 一 UP(S。)。 克 是 天 的 一 个 于 域 。 事 实 上 , 设 w， VEL, 


那么 存在 T 的 有 限 子 集 S1 和 5S。， 使 得 % E F(S1), 2 EF(S,).。 
仿 5 = Si;US,， 则 5S 也 是 TT 的 有 限 子 集 ， 并 且 4,v?v ERF(S)。 由 
于 8(S) 是 子 域 ， 所 以 4+2，4%4 一 2，4uv，uv-!1(《 若 ?2 关 0 ) 都 属 ， 
于 F(S) 导 LL。 这 就 证 明了 工 是 KK 的 于 域 。 

现在 设 1 ET， 那 么 tt EF(E)C 导 LL。 因此 TCLXFCL.. 
所 以 f(T) 性 L。 这 样 ， 
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en. Pe PAL rb dt = = EE rp Ee bor de — HE dle Bp Phe 


1L = JF(S6) = F(T). 
st1 


(111)» 的 元 于 与 tise bs 经 过 加 、 闫 、 乘 、 除 运算 的 结 
果 痢 可 以 表示 成 以 下 形状 


(ty 
《1) 3， g(ti,', ts)A0, 


这 里 f,g9E [了 对! ,…, 久 ,) ]。 这 样 的 元 素 都 属于 FCGtl,*…, 4,)、 
另 一 方面 ， 天 中 一 切 形 如 (1) 的 元 素 已 经 作成 一 个 既 包 含 玉 又 包 
含 三 ,二 的 子 域 。 这 就 证 明了 (iii) 成 立 ， | 

域 F 的 扩 域 可 以 看 成 了 上 一 个 问 量 空间 。 如 果 玉 在 上 的 
维 数 是 有 限 的 ， 那 么 就 称 玉 是 正 的 一 个 有 限 次 扩 域 或 者 称 K/F 
是 一 个 有 上限 次 扩 域 。 如 果 天 是 玉 上 无 限 维 的 向 量 空 间 ， 就 称 玉 是 
的 一 个 无 限 次 扩 域 ， 相 应 地 ， 称 不 /是 一 个 无 限 次 扩张 。 作 
为 阿 量 空间 ,天 在 上 的 维 数 岂 做 KK 在 上 的 次 数 , 记 作 [KK :下 
辣 量 空间 玫 在 上 的 基 也 称 为 域 义 在 Ff 上 的 基 ， 

定理 1.1.2 设 且 是 域 扩张 /的 一 个 中 间 域 ，{%ajo。l 是 
人 企 了 F 上 的 一 个 基 而 {vs}pey 是 KK 在 EB 上 的 一 个 基 。 那么 {Uevp}aei， 
ps 是 开 在 尺 上 的 一 个 基 。 

证 ”首先 {2o2p us7， pey 里 任意 有 限 个 元 素 {wv 3s} 1 <i<my 
1<i<n 和 任 玉 上 线性 无 和 天。 事实 上， 如 果 有 aiyE 有 ，1 委 ?和 坪 人， 
I 委 J) 科 2 使 得 


Tt 性 
pS > A; Ui Di 一 0， 


则 
p> ( 册 oj， 0 
Ye 7120 人 有 1 <<7 ， 而 2 ，*。 9 “0On 在 万 上 线性 无 关 ， 所 LA 
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2 GTUt = 0， 1 二 也 1%. 
i=1 


又 因为 如 ,yun 在 灰 上 线性 无 关 ， 所 以 or=0，1 乏 ?和信 ， 
1 委 ) 委 7。 

其 次 , 设 xE 天 ,那么 & 可 以 由 {sejesz 中 有 限 个 元 素 21，…，2r 
线性 表示 ， 系 数 属 于 五 : 


[| = Zivi,0iE EB( 1 委 ) 委 1 )。 
三 1 


每 一 个 8; 又 可 以 表 成 {Waser: 中 有 限 元 素 的 -线性 组 合 。 因 此 存 
在 sv**s Um {Ua}ael 使 得 


b; = di os EPS i m1 En). 
于 是 


nn 


WU = 2 UV, 
t=1 j=1 


所 以 4 可 以 表 成 {Wavp}ae1, sor 中 有 限 个 元 素 的 了 了 - 线性 组 合 。 这 
就 证 明了 {wovs}aers ser 是 在 FF 上 的 一 个 基 . EE 
由 这 个 定理 ， 我 们 立即 得 到 以 下 
推论 1.1.5 设 KK/F 是 一 个 有 限 次 域 扩张 ， 而 
四 | 所 有 二 二 
都 是 KK/F 的 中 间 域 ， 那 么 
[K: Fl=[K: Be][lE:: Es-1]*LB::F]. ! 


1.2 染 域 


如 果 一 个 域 没 有 真子 域 ， 就 称 为 一 个 夷 域 。 
有 理 数 域 Q 显 然 是 一 个 素 域 。 设 乙 是 整数 环 ，2 是 一 个 素 . 
数 。 令 
(7)={pn|lnEZ} 


是 7 所 生成 的 Z 的 理想 ,我 们 知道 ,以 ?为 模 的 剩余 类 环 Z/(P) 是 
一 个 域 并 且 也 是 素 域 。 
下 面 的 定理 对 素 域 作 了 完全 的 描述 。 
定理 1.2.1 令 是 一 个 素 域 .那么 或 者 与 有 理 数 域 忆 同 
构 ， 或 者 与 以 某 一 个 素数 2 为 模 的 剩余 类 环 同 构 ， 
证 令 1 是 素 域 尺 的 单位 元 ， 了 瑞 射 
DPD: ZF, n>nR1 
是 一 个 环 同 态 。 令 pp 二 kerP 是 9 的 核 。 则 PP 是 Z 的 一 个 理想 , 日 
-ASAAV ND 
因为 P(1) 关 0 ,所 以 了 3 关 Z. 由 于 9(2Z ) 是 整 环 , 而 ZZ 是 主 理想 环 ， 
因此 ， 或 者 p =(0 ), 或 者 了 二 (2 了)， 这 里 (8 ) 是 由 某 一 个 素数 
2 所 生成 的 2 的 理想 。 
如 果 p 二 (0 )， 那 么 2 是 单 射 ， 并 且 可 以 开拓 为 之 的 商 域 Q 
到 闻 的 单 射 , PCQ) 是 下 的 于 域 。 因 为 下 是 素 域 ， 所 以 PC(Q) 一 卫 。 
这 样 ，Q 兰 到。 
如 果 了 二 (2)， 那 么 Z/PD = ZZ/ ( 功 是 域 ， 从 而 9(ZD) 是 矿 的 子 
域 .因为 不 是 素 域 ， 所 以 PC(ZD)= FF ,这 样 就 得 到 Z/(7) 宇 FF。 是 
设 不 是 任意 一 个 域 。 尺 的 一 切 子 域 的 交 Bi 仍 是 素 的 一 个 子 
域 。 ,显然 是 的 最 小 子 域 ， 所 以 Fo 是 一 个 素 域 ， 称 为 域 F 的 素 
域 。 由 1.2,1 知 ， 或 者 下, 衬 Q@， 或 者 了 Fo 三 Z/(7)，? 是 一 个 素数 。 
在 前 一 情形 ， 名 说 下 具有 特征 零 ! 在 后 一 情形 ， 就 说 玉 具 有 特征 
2 。 我 们 把 域 F 的 特征 记 作 char 了 Ff。 下 面 两 个 定理 是 比较 显 易 
的， 我 们 把 它 位 的 证 明 留 给 读者 去 作 。 
定理 1.2.2 设 F 是 一 个 域 。 
《i) 如 果 char f= 0， 那 么 对 于 n E ZF，X EF， 
一 0 <->7X= 二 0 或 n 二 0， 
《ii) 如 果 char 刃 =2 盖 0， 那 么 对 于 和 EGG yx EF， 
nz 二 0 <->2=-0 或 2 三 0(mod 7). 四 


-一 一 一 一 一 -一 -一 wear 一 一 四 rt ee et dt ， 1 


定理 1.2.5 设 兽 是 一 个 域 ， char 有 = 2> 盖 0 。 那 么 对 于 
任意 z, YE 2Z 和 任意 非 负 整 数 z， 


(i) (z 士 六 2 一 2z2 +g2 3 


(ii) 映射 p9: x F_>z2 是 柬 到 自身 内 的 同 态 单 射 。 入 


1.5 单 扩 域 
设 是 一 个 域 ,添加 一 个 元 素 4 于 玉 所 得 的 扩 域 FCG) 册 做 
的 一 个 单 扩 域 。 


单 扩 域 的 结构 和 所 添加 的 元 素 4 的 性 质 有 看 泌 切 的 关系 ， 先 
引入 以 下 的 概念 。 

设 瑟 是 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 ， 丸 是 尽 的 一 个 子 域 县 下 全 
有 RR 的 单位 元 。R 的 一 个 元 素 a 称 为 关于 是 代数 的 或 者 说 4 大 
上 一 个 代数 元 ， 如 果 存 在 上 一 个 非 零 多 项 式 1(X)， 使 得 
f(a)=0， 如 果 a 不 是 上 的 代数 元 ， 就 称 4 关于 有 是 超越 的 
或 者 说 4 是 不 上 一 个 超越 元 。 

设 玉 是 尺 的 一 个 子 域 ， 且 正三 天 。 如 果 a E 玉 关 于 不 是 代数 
的 ， 那 么 显然 w 关于 天 也 是 代数 的 。 一 个 等 价 的 提 法 是 ， 如 本 4 
关于 KK 是 超越 的 ， 那 么 4 关于 五 也 是 超越 的 ， 

单 扩 域 的 结构 由 下 面 的 定理 完全 决定 ，。 

定理 1.3。1 设 玉 = 丸 (a) 是 域 下 的 一 个 单 扩 域 。 

(i) 如 果 a 关于 是 超越 的 ， 那 么 KK 与 上 不 定 元 处 的 有 
理 分 式 域 (XX) 同 构 ， 

(ii) 如 果 a 关 于 是 代数 的 ， 那 么 存在 上 一 个 最 高 次 项 
系数 是 1 的 不 可 约 多 项 式 ?( 也 ), 而 KK 与 剩余 类 环 FLX ]/(p(X)) 
同 构 ， 这 里 (pC( 革 )) 表 示 由 多 项 式 ?( 了 ) 所 生 的 了 LX |] 的 理想 ; 这 
个 多 项 式 7(X) 由 a 瞧 一 确定 。 

证 ”对 于 每 一 个 (ZX)EF[LX]， 令 f(9)E 丰 与 它 对 频 ， 这 . 


样 就 定义 了 一 个 环 同 态 2:， 玉 [ 王 ]-> 玉 ， 并 且 史 保持 下 的 元 素 不 

动 ，9(T[ 对 ])= FLa] 是 KK 的 一 个 子 整 环 .。 令 
p=Kerp={f(X)|If(X)EPF[X], f(a)=0}. 

Pp 是 环 了 FL 革 ] 的 一 个 理想 ， 

(i) 如 果 a 关 于 FF 是 超越 的 ， 那 么 不 存在 非 零 多 项 工 
f( 及 )EF[ 了 对] 使 f(a)= 0， 从 而 PP = 二 (0)。 所 以 9 是 FL 兰 ] 淹 
FL a] 的 同 构 映射 ， 这 个 映射 可 以 开拓 9 为 有 理 分 式 域 (CX) 到 怠 
环 FLa | 的 商 域 f(9) 的 同 构 上 映射 ， 仍 以 V 表示 : 


f(xX) f(a) 
g(X) > g(a) 


pp: 


这 样 ，9 是 F(X) 到 下 同 构 上 映 喘 ，H P(X)= a、 
(ii 设 w 关 于 不 是 代数 的 ， 那 么 存在 开 ] 的 非 雾 多 项 
式 f(X)， 使 得 f(a)== 0 ,所 以 了 ? 关 (0), 由 于 LX] 是 欧 氏 环 , 所 
以 PD 由 一 个 多 项 式 p( 了 ) 关 0 生成 :PP 二 (7( 驻 )), PC( 了 ) 是 使 PCa) 
= 0 的 非 堆 多项式 中 次 数 最 低 的 一 个 。 不 妨 设 2(Z) 的 最 高 次 项 
系数 等 于 1 ， 于 是 2 六 ) 由 4 唯一 确定 ， 并 且 容 易 看 出 ， 和 到 ) 彗 
不 可 约 的 。 于 是 h = (2 于)) 是 天 [总 ] 的 一 个 极 大 理想 ， 从 而 剩余 
类 环 玉 天 ]/ 是 一 个 域 ， 于 是 就 有 
F[X]/PS9(F[X])= Fla]EK. 
因此 FF[9] 也 是 域 ， 然 而 KK = 了 F(a) 是 含有 下 及 w 的 最 小 域 ， 所 以 
F(a)= FLal,， 即 
FLX1/? 守 K., 
定理 1.3.1 完全 给 出 了 一 个 域 的 单 扩 域 了 (9) 的 结构 ， 
当 w 是 下 上 的 代数 元 时 ， 我 们 还 可 以 说 得 更 具体 一 些 。 首 先 ， 由 
1.3.1， 当 0 是 Ff 上 代数 元 时 ， 在 在 唯一 的 最 高 次 项 系数 是 1 的 
不 可 约 多 项 式 2(X)ERLC 和 ]， 使 得 DCa)= 0 .我 们 把 这 个 由 G 所 
唯一 确定 的 多 项 式 2() 也 做 4 在 不 上 的 最 小 多 项 式 。 我 们 有 
1 
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定理 1.5.2 设 4 是 域 玉 上 一 个 代数 元，2( 和 )E 玉 [和 ] 是 
0 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 ， 设 deg 2( 和) 一 ?2。 
《i ) 元 素 1,9,…,0" 1! 构成 了 F(a) 在 上 的 一 个 基 ， 从 而 
(9) 的 每 一 元 素 6 可 以 唯一 地 表示 成 
6S=aA0 + Ot tan10 1, EF(OLi<n -1), 
网 形 式 ,。 [F(a) : F]=deg pCX). 


一 1 一 1 
(ii) 设 二 之 004 人 = 2 0:0'€ F(a), 那么 
a Ca + bai 
i=0 


Ciii) 令 fX)= 加 aX g(X)= bX 而 
Tr(X)=C0 + 0 不 十 se。 十 Ch-1 人 
是 以 2CX) 除 fC( 卫 ) 9( 互 ) 所 得 的 余 式 ， 则 
£9= oot, 
证 由 1.3.1, 对 于 =8(a)= FL[aj 的 任意 元 素 , 存在 f(XX) 
€F[XX]， 使 得 6 二 f(a)。 设 
f(X)=2p(X)IX) +r(X), 
这 里 或 者 ?7( 卫 )= 二 0 ， 或 者 deg7( 对 ) 二 nw， 那么 
< 一 (oa) 一 7(c)。 
因此 
6E=QG0 HAGtetani0" ll aE FPF(ORi<nR -1). 
这 个 表示 法 是 唯一 和 的， 因为 如 末 
6 一 a, gi= aiat, dis Ga: EF, 
£m 二 一 月 
那么 令 9( 和 ) = 三 (o -ai 和 ec 瑟瑟]， 则 9Ca)= 0 ,所 以 CX) 
整除 gC 六 )， 从 而 必须 9CX)=0， 这 样 就 证 明了 ， 1, ao, On 1 是 


F(Q) 在 了 上 的 一 个 基 ， 从 而 [FCa) ; 如 =2。 至 于 论断 《ii) 和 


(iii) 是 显然 的 。 
由 以 上 两 个 定理 立即 得 到 
推论 1.5.5 设 K=F(a) 是 域 下 的 一 个 单 扩 域 。 KK 是 下 上 有 
限 次 扩 域 必要 且 只 要 aw 关 于 不 是 代数 的 。 n 


因为 域 不 上 上 不定 元 是 存在 的 ， 所 以 由 1.3.1 (i ) 可 知 ， 域 Ff 
上 添加 一 个 超越 元 的 单 扩 域 是 存在 的 。 下面 的 定理 表明 ， 域 上 
添加 一 个 代数 元 的 单 扩 也 是 存在 的 ， 

定理 1.3,.4 设 2(XD)ERBTI 和 ] 是 域 尺 上 不 定 元 和 的 一 个 不 
可 约 多 项 式 。 那 么 存在 四 的 一 个 扩 域 入 ， 使 得 8 和 X) 在 天 内 有 一 
个 根 wa， 并 且 K = F(a), 
. 证 令 P=(p( 环 )) 是 (对) 所 生成 的 FL[ 匀 J 理想. 由 于 P(X) 
不 可 约 ， 所 以 ? 是 一 个 极 大 理想 。 令 KK= FL 天]/P, 则 KK 是 一 个 
域 。 因 为 FNP ={0 }， 所 以 自然 同 态 PP : FLX]>K 将 单一 
地 贞 入 扩 ， 从 而 可 以 将 9(F) 与 等同， 而 将 户 看 成 的 一 个 子 
域 。 令 aa = 二 PC(ZX)E 下， 对 于 任意 9C( 了 对) FL 了 对]， 我 们 有 

pl(g(X))=g9P(X)) = gC0), 
所 以 K=P9CFLXJ])= {9Ca)1g(X)EF[Z]}=7Lia], 然而 KK 是 
域 ， 所 己 KK 二 FL[aj== 了 了 (0)，. 3 
习 题 

1. 设 及 是 域 的 一 个 有 限 次 扩 域 ， 证 明 ， 

(1) LK:F]=1<—>K=F; 

(ii) 如 果 [ KK:]= 2 了 是 一 个 素数 ， 则 在 户 与 XK 之 间 没 有 
不 等 于 下 或 下 的 中 间 域 ; 

(iii) 如 果 Ga EK 是 F 上 一 个 2 次 代数 元 ， 则 nj[K : J] 

2 设 尺 =Q(VY2,MV3)， 求 出 [LK : Q@]， 并 且 给 出 KK 在 Q 
上 一 个 基 ， 


3. 设 太 是 一 个 囊 域 ,大 ( 冻 ,各 ) 是 上 不 相关 不 定 元 全 1， 
记 的 有 理 分 式 域 。 试 给 出 户 的 一 个 扩 域 扩 及 Ww,vE 及 ， 使 得 4,2 
都 是 上 超越 元 ， 但 FCu,2) 关 F(XI, 天,). 

4. 证 明 ，Q(MV5) 和 Q(vV -1 ) 作 为 Q 上 的 向 量 空 间 是 
同 构 的 ， 但 作为 域 则 不 同 构 ， 

4. ”证明 定理 1.2.2. 和 1. 2. 3. 

6. 设 f(Q) 走 域 上 一 音 扩 域 .。 证明， 如 果 [(a) : F] 是 
一 个 奇数 ， 则 下 (@) = F(a?)， 

7.， 设 K 是 域 记 一 个 扩 域 ，a €E kK。 证 明 下 列 三 个 条 件 是 等 
从 的 ; 

(i) 6G 是 上 的 代数 元 ; 

(ii) 多 项 式 环 F[4] 是 玉 的 子 域 ; 

(iii》 Filia] 是 F 上 有 限 维 向 量 空间 ， 
| 8.， 设 2,P 是 域 了 的 茶 一 个 扩 域 内 的 元 素 ，[F(a》: FP]=m， 
TF(B):F]=w， 证明, [F(a,p):F(P)]= m <—> [Pr (9, 
pb): Fa)]= 7. 

9.， 设 六 "~4a 是 域 下 上 一 个 多 项 式 ，a 是 和 - a 在 Ff 的 某 

个 扩 域 K 内 的 一 个 根 ,[FCa) : 8] = nn。 邻 m 是 nn 的 一 个 约 数 。 

证 明 [ 素 (am) : Fl=n/m, [F(ao): Fonm)]=m, 

10. 设 8 是 域 及 上 一 个 代数 元 ，jf( 和 ) 是 w 在 下 上 的 最 小 多 
项 式 ， 设 a€E 了。 证明 @g + a 在 上 的 最 小 多 项 式 是 (对 -a)， 

11. 设 K 是 域 了 的 一 个 扩 域 ，%,2E K, 其 中 2 关于 FF 是 超 
越 的 ， 而 天 于 刃 (2 是 代数 的 。 证 明 ，2% 关于 丸 (2) 是 代数 的 ， 

12. 令 四 =2/ 作 2) 是 二 元 域 。 找 出 不 上 一 个 二 次 不 可 约 多 项 
式 帮 和 ), 并 且 添 加 帮 科 ?的 一 个 根 w 于 ,得 到 一 个 四 元 域 f(a).， 

用 同样 的 方法 构造 一 个 天上 的 八 元 扩 域 及。 写 出 这 八 个 元 
素 ， 并 且 证 明 它 们 正好 是 瑟 8 - 和 在 玉 内 的 全 部 根 ， 

13. 令 F() 是 域 f 上 不 定 元 卫 的 有 理 分 式 域 ，w = 

10 


半 3/ 半 二 1。 证 明 记 (和) 是 FCw) 上 的 单 扩 域 ， 并且 求 出 [F(X) 
: F (Wu)]. 

14. 有 设 4 是 域 上 一 个 代数 元 ， 证 明 , 对 于 f( 肝 )€ FF[] 
来 总， 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

Ci) 玫 (六 ) 是 a 在 上 最 小 多 项 式 ， 

(ii) f( 革 ) 是 一 个 最 高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 并 且 满 足 条 
件 ， 对 于 任意 g( 革 )E F[ 驻 J] 来 说 ，g(a)= 0 <>fCX)|lg(X)， 

(iii) f(X) 是 一 个 最 高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 , f (0 ) = 小 
并 且 对 于 任意 0 天 9(X)ER[XY] 来 说 ， 若 9Ca) = 0, 则 

degf<degy ， 

15.， 设 及) = 了 (+aX?+5? 是 有 旨 数 域 QQ 上 一 个 不 可 约 
多 项 式 ，0 是 1( 祥 ) 在 复数 域内 一 个 根 。 证 明 ， 玉 = Q(06) 恰 含有 
二 个 在 Q@ 上 是 二 次 的 子 域 。 

16. 设 所 是 一 个 特征 不 等 于 2 的 域 ，Q,B 分 别 是 上 不 可 
约 多 项 式 立 *~a 和 半 ?-b 在 五 的 某 一 个 扩 域 内 的 根 ， 证 明 ，F (a) 
=F(p)E>a= be, ceEF, 

17. 设 4€EC 是 有 理 数 域 QQ 上 多 项 式 卫 ? -对 ?+ 针 + 2 的 一 
个 根 ， 将 (cz+w+ 1 (Ca?-Q) 和 (@ - 1)-1 表 成 aa2+Da+c(a， 
b,cCEQ) 的 形式 ， 

18. (Pisenstein 判 断 法 )， 设 羽 是 一 个 唯一 分 解 整 环 ， 
RLX]J 古 R 上 不 定 元 处 的 多 项 式 环 。 设 

f(X)=a0 RR" +a Ri e+adn!1+a, ERT]. 

如 沫 存在 已 中 一 个 素 元 2 ,使 得 : (i) pM 中 ao; (ii)plas,， 1 1<<n; 
《iii22 个 ao， 则 大 各? 不 能 分 解 成 为 有 瑟 ] 中 两 个 次 数 都 低 于 和 的 

洲 : 这 个 事实 在 以 后 的 讨论 中 有 时 被 用 到 ， 证 明 时 并 不 用 
域 的 知识 。 
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第 二 划 ”代数 扩张 


我 们 已 经 看 到 ， 域 的 一 个 扩 域 KK 的 元 素 可 以 分 成 两 类 ， 一 
类 是 环 上 的 代数 元 ， 另 一 类 是 下 上 的 超越 元 。 如 果 近 中 每 一 个 元 
素 都 是 下 上 的 代数 元 ， 那 么 天 就 器 做 下 的 一 个 代数 扩 域 .代数 扩 
域 是 一 种 非常 重要 的 扩 域 .在 这 一 章 里 ， 我 们 将 讨论 这 种 扩 域 的 , 
一 些 基 本 性 质 。 


2.1 代数 扩 域 


设 玫 是 域 态 的 一 个 扩 瑾 。 如 果 天 的 每 一 元 素 都 是 柬 上 的 代数 
元 ， 就 称 玉 是 下 的 一 个 代数 扩 域 ， 这 时 玉 / 斑 称 为 一 个 代数 扩张 ; 
在 相反 的 情形 ， 也 就 是 说 ， 如 果 玉 中 存在 上 的 超越 元 ， 就 称 K 
是 下 的 一 个 超越 扩 域 ， 而 玉 / 有 称 为 一 个 超越 扩张 。 

引 理 2.1.1 设 玉 = 斑 (a，… ao) 是 域 下 的 一 个 有 限 生 成 的 
扩 域 ， 而 1,…, 904 都 是 上 代数 元 那么 KK 是 上 有 限 次 扩 域 ， 
并 且 

K= Fa, ,0a]= {fC Ga) | f(T,, ,EFLR,, 
… ,瑟瑟 是 尺 上 不 相关 不 定 元 。 

证 ”对 生成 元 的 个 数 7 作 归纳 法 .2 = 工时， 天 = 下 (ai )， 
Gi 是 上 代数 元 。 由 1.3.2(i)，K 是 的 有 限 次 扩 域 ,并且 
K= Fia,j. 

设 72>>1， 并 且 假 设 对 于 2 - 工 来 让， 定理 成 立 ， 现 在 设 
必 = 四 Coley0p)，01o0n 是 及 上 代数 元 。 令 慌 = 下 (Gy 
an-1)。 则 及 = KK'(q,)，F 二 KK' 守 KR 。 由 当 纳 法 假设 ，[kK': 1] 
<ooHK’'= FLG, ,0n-1]; 85LK : K'jI<00， 所 以 
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[KR :FI]=IK: K'JLK’ : F<%, 
并 且 
K=K'[a]= Fars, On les1= Fa Gan. 
定理 2.1,2 设 K 是 域 了 的 一 个 扩 域 。 对 于 KK 来 说 ， 以 下 两 
个 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 天 是 严 上 上 有限 次 扩 域 ; 
(ii》 到 是 F 上 有 限 生 成 的 代数 扩 域 ， 
证 (i) 一 >(ii)。 设 [KK : 1]<c。 令 4 是 到 中 任意 元 素 。 
则 FCa) 忆 KK， 从 而 
[及 Ca) : FJ<EK : F<%, 
所 以 由 1. 3. 3，oG 是 有 上 代数 元 。 因 此 并 / 忆 是 代数 扩张 。 令 ol， 
+ QnEK 是 KK 在 FF 上 土 的 一 个 基 , 则 K = F(al, Cn)。 
(ii)==>(i) 由 2.1.1。 
定理 2.1.5 设 工 是 域 的 一 个 扩 域 ，S 是 工 的 一 个 子 集 ， 
并 且 5S 的 每 一 个 元 素 都 是 下 上 代数 元 。 那 么 到 = 了 CS) 是 下 的 一 
个 代数 扩 臧 玉 中 每 一 元 素 5 可 以 表 成 以 下 形式 的 有 限 项 的 和 : 


k ks 
本 = Ddp, hm 0 Om 


这 里 0@1 ,OmE SC 依赖 于 o )， G5 .和 F， 1 是 非 负 整 数 ， 2 = ]， 


-Dey 7 
证 邻 {S。o} 是 S 的 有 限 子 集 族 。 由 1.1.1(ii),K=FR(S)= 
U FF(S6.), 设 EK。 那么 存在 5S 的 一 个 有 限 子 集 5。= {G1，…,， 


gm}。 使 得 
E ERS) = FAs Wm), 


由 2.1.1 和 2.1.2， 玉 (aan) 是 五 的 代数 扩 域 ， 所 以 5 关 
于 是 代数 的 。 由 于 5 是 任意 元 素 ， 所 以 K 是 的 代数 扩 域 ， 
.再 由 2. 1.1。 = 于 (CQ ,*, Gm)E FLAl, CQ | 
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推论 2,1.4 设 K 是 域 f 的 一 个 扩 域 .9,B EK 是 Ff 上 代数 元 ， 
那么 & + 6,a -pp,ap,ap! ( 当 p 关 0 时 ) 都 是 Ff 上 代数 元 ， 

证 在 2.1.3 中 ， 取 S={a,6})}， 则 FCa,p) 是 的 代数 扩 
域 ， 

定理 2,1.5 设 玉 是 域 扩 张 亏 /下 的 一 个 中 间 域 ， 即 正三 天 三 
工 。 KL/F 是 代数 扩张 必要 且 只 要 L/K 和 KK/ 了 都 是 代数 扩张 。 

证 ”必要 性 是 显然 的 。 反之， 设 L/K 和 KK /F 者 是 代数 扩 绪 。 
设 5 EL,. 因 为 6 关于 K 是 代数 的 ,所 以 存在 KLX 1 中 非 霉 多 项 式 

g(X) = Bas Xt, 0 E K (0<ij<), 


使 得 9(5) = 0 。 又 KK 关于 了 是 代数 的 ， 所 以 gs (0 记 3 肆 n) 是 六 
上 代数 元 。 于 是 由 2.1. 1 ，K' = F(ao,G1…，,0n) 是 FF 的 有 限 次 
扩 域 ， 并 且 g( 对 )EK'[X]。 因 此 5 关于 KK 是 代数 的 ， 从 而 
[K'(E) : 开 ']<co。 这 样 ， 
CK'(E): FI=[LK'CE): K'IK' :; F<oo, 
再 由 2. 1. 1 ，K'(6) 是 了 的 代数 扩 域 ， 因 而 5 是 上 代数 元 。 上 
推论 2.1.6 设 
F= FoCFPC"“ Fn.= Kk 
是 一 个 扩 域 序列 ， 这 里 Fi; 是 Fi-i 的 扩 域 (1 三 了》 三 %)。 那 么 
KK/F 是 代数 扩张 必要 且 只 要 每 一 Fi/ Fi 都 是 代数 扩张 (1 夺 7 
< 入? )。 中 
设 K 和 都 是 一 个 域 工 的 子 域 。 工 中 包含 天 和 的 最 小 子 域 
叫做 到 与 户 的 合成 域 ， 记 作 K 有 。 显 然 
KE=K(B)= EC(K). 
定理 2.1.7 设 工 是 F 域 的 一 个 扩 域 ， 和 轧 都 是 L/F 的 中 
间 域 。 
(i) 如 果 K 是 下 的 代数 扩 域 ， 则 KE 是 的 代数 扩 域 。 
(ii) 如 果 天 和 瑟 都 是 玉 的 代数 扩 域 ， 则 天 下 也 是 下 的 代数 
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扩 域 。 

证 (i) 天 至 = 五 ( 玉 )， 而 玉 的 每 一 元 素 都 是 下 上 代数 元 ， 
所 以 也 都 是 上 代数 元 ， 由 2. 1. 3 KB 是 BE 的 代数 扩 域 。 

(ii) 由 (i)，KE 是 吾 的 代数 扩 域 ， 而 BB 又 是 了 的 代数 扩 
域 。 由 2. 1. 5， 于 下 是 下 的 代数 扩 域 ， | 

设 玉 是 域 正 的 一 个 扩 域 。 令 4 是 玉 中 在 严 上 的 代数 元 的 全 
体 。 由 2.1.4，4 是 玉 的 一 个 子 域 ， 且 下 三 4 三 瓜 。 村 域 4 电 做 
在 及 中 的 代数 闲 包 特别 当 = 4 的， 就 说 了 在 太 中 是 代数 闭 
的 。 

人 例如， 有理数 域 Q@ 在 复数 域 C 中 的 代数 闭 包 就 是 代数 数 的 全 
体 。 

定理 2.1.8 设 K 是 域 万 的 一 个 扩 域 ，4 是 在 K 中 的 代数 
闭 包 。 则 4 在 六 中 是 代数 用 的 ， 

证 令 4' 是 4 在 玉 中 的 代数 闲 包 ， 我 们 有 以 下 的 一 串 扩 域 

PCOACA'CK. 

4/F, 4'/ 4 都 是 代数 扩张 ， 由 2.1. 5，A'/F 是 代数 扩 求 ,但 4 
是 下 在 KK 中 的 代数 闭 包 ， 所 以 4' 守 4， 从 而 4 = 4， 

定理 2.1.9 设 卫 1 ,*…, 承 , 是 域 上 不 相关 不 定 元 ， 五 = 
而 (时 和) 是 画 上 并，…，, 筷 的 有 理 分 式 域 。 那 么 不 在 天 中 
是 代数 闭 的 ， 

证 ”对 1% 作 数 学 归纳 法 . 

n= 1 时 ， 太 = F(X)， 叉 是 FR 上 不 定 元 . 设 2 EE 天 , 则 

w = ff(X) /9 (KR), fCX), GXE FLX1, gC(X)AE0. 

设 & 关于 万 是 代数 的 。 如 果 w 生 丸 。 芳 虑 城 有 (4) 上 不 定 元 

TT 的 多 项 式 f(T) - ag《T)。 则 | 
fT)- agT)AE0. 

事实 上 上 上， 如 果 帮 了) - agCT) = 0， 那 么 在 f(7T) -ag《7T) 中 ， 了 7 
的 系数 都 是 零 。 然 而 这 些 系 数 都 是 2 的 一 次 多 项 式 , 系数 属于 下 、 
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特此 就 得 出 acEz 的 结论 .这 就 导致 了 矛盾。 这 样 一 来 ， 琶 症 
F(a) 上 非 零 多 项 式 f(T) - ag(T) 的 根 ， 从 而 天 关于 Ca) 是 代 
数 的 。 又 (a) 是 闻 的 代数 扩 域 ， 所 以 琶 是 下 上 代数 元 。 这 又 好 
致 矛盾 。 因 此 必须 wa E 柬 ， 不 在 玉 中 代数 闵 。 

现在 设 2 > 盖 1 并 且 假 设 对 于 2 -1 来 说 ， 定理 成 六 令 
FF' = 太 ( 和 ,和 。1)， 则 天 = 丽 (和 ， 设 ccE 开 关于 不 是 代 
数 的 ， 那么 a 关于 ' 也 是 代数 的 ， 由 上 面 所 证 的 % = 1 的 情形 ， 
7' 在 K 中 代数 闭 , 所 以 a EW'. 副 由 归纳 法 的 假设 ，o E ,所 以 
在 K 中 是 代数 团 的 ， 

习 题 

1. 设 K 和 工 都 是 域 扩 张 半 /FF 的 中 间 域 ， 令 尼 = {Dy (有 
良和 ) jzE 天 ojE 工 证明 ， 

(i) 有 R 是 对 中 包含 及 工 的 一 个 子 整 环 ; 

(ii) 合成 域 KL 是 电 的 两 域 ， 

(iii) 如 果 K 或 工 是 FF 的 代数 扩张 ， 则 R= KL. 

2. 设 无 是 域 下 的 一 个 扩 域 。 证 明 ， 天 是 不 的 代数 扩 域 必要 
且 只 要 任意 满足 条 件 fC 4 和 SK 的 子 整 环 4 都 是 子 域 . 

3. 设 Fi ,了 ,都 是 域 K 的 子 域 ，S 是 KK 的 一 个 子 集 。 证 有 明 ， 
如 果 的 每 一 个 元 素 都 是 ,上 的 代数 元 ， 则 Fy CS) 的 每 一 个 元 
素 都 是 ,CS) 上 的 代数 元 . 

4.， 设 K 和 工 都 是 域 扩 张 必 /了 F 的 中 间 域 .开明 ， 

(i) LKL :FJ 是 有 限 的 必要 且 只 要 [K : FF] 和 [ 工 : FF] 都 是 
有 限 的 ; 

(ii) 如 果 [KZ :Fj 是 有 限 的 ， 则 [LK : J] 与 [LL : 了 ] 都 整 
除 [KL : F], BEKL: FI<ILK : FICL : FJ; 

(iii》 如 果 [ 玉 :了 了 ] 与 [EL : FJ 都 是 有 限 的 且 互 素 ， 则 
TKL: LJ]=[CK : Fj. 


16 


5。 设 到 和 工 都 是 域 扩张 到 /到 的 中 间 域 且 K 和 工 都 是 的 
有 限 次 扩 域 。 

(i) 证明， 如 果 [KL: F]=[K: FICL: Fj], 则 KNMEL 
= 万 
(ii) 证 明 ， 如 果 [ 玉 : 了 ] 或 [CL : 1] 等 于 2， 那 么 (i) 的 逆 
命题 也 成 立 。 

(iii) 举 一 反 例 说 明 ，(i) 的 逆 命 题 一 般 不 成 立 ， 

6. 设 K 是 域 的 一 个 有 限 次 扩 域 .。 证明， 如 果 对 于 K/F 
的 任意 两 个 中 间 域 万! ,来 说 ， 要 么 和 夺 如 ,， 要 么 吾 , 守 Z1， 则 
KK 是 的 一 个 单 扩 域 ， 

7. 设 不 是 一 个 域 且 char 大 2 .9,p 分 别 是 WFLX] 中 不 可 
约 多 项 云天 2 -4 和 下 2?-0 在 不 的 某 一 个 扩 域 内 的 根 。 证 明 ， 
F(a,p)= F(a(p + 1)). 

8. 设 五 是 一 个 域 且 charf 关 2，K 是 的 一 个 四 次 扩 域 . 
证 明 ， 以 下 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) 存在 K/F 的 一 个 中 间 域 召 , 使 得 [LB : Ff]= 2， 

(ii) KK=F(0)，09 是 FL 着] 中 一 个 形 如 了 革 ‘+a 对 ?+b 的 
不 可 约 多 项 式 的 根 . 

9 设 4 是 域 玉 上 不 可 约 多 项 式 和 -和 -4 的 一 个 根 . 证 明 ， 
对 于 玉 = FC(Q) 的 元 素来 说 ， 以 下 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i》 pb 是 FL[ 革 ] 中 一 个 形 如 居 ?- 关 -b 的 不 可 约 多 项 式 的 
根 ; 

(iiY 有 =co+(1 - 2c)a,， 其 中 cEF，2c 尖 1.， 

10. 设 天 是 尺 域 的 一 个 代数 扩 域 ，N = {1,2,3,…} 是 一 
切 自 然 数 所 成 的 集 。 证 明 : 

(i) 存在 天 到 下 站]JxN = 人 (加 217fERERE]IEAN 内 
的 一 个 单身 3 

(ii) 如 果 天 是 有 限 域 ， 则 下 的 基数 是 至 多 可 数 的 ; 
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(iii) 如 果 巨 是 无 限 域 ， 则 KK 与 有 相同 的 基数 ， 


2.2 代数 闭 包 


在 这 一 节 里 ， 我 们 要 引进 一 个 域 的 代数 闭 包 的 概念 ， 并 且 证 
明 ， 在 同 构 的 意义 下 ， 每 一 个 域 恰 有 一 个 代数 闭 包 ， 

51 理 2.2.1 设 了 是 一 个 域 . fi(X)EF[X], 1 和 ii 魏 0， 
是 上 任意 7% 个 非常 数 多 项 式 。 那么 存在 F 的 一 个 扩 域 下 使 得 每 
一 个 fi( 邓 ) 在 K 中 有 一 个 根 . 

证 当 7= 1 时， 令 7(X) 是 fi(X) 的 一 个 不 可 约 因 式 。 由 
1. 3. 4 ， 存 在 尺 的 扩 域 到， 使 ZX) 在 K 内 有 一 个 根 a9， 从 而 
f(a)= 0 。 

设 2>1L1， 并 且 设 对 于 2 - 1 来 说 引 理 成 立 ， 于 是 存在 FF 
一 个 扩 域 及  ， 使 得 fi( 卫 ),…,f,-1( 了 对) 在 KK' 内 各 有 一 个 根 。 然 
而 f,(X)EFPIX]CK'L[XJ]， 所 以 存在 K' 的 一 个 扩 域 久 ， 使 
得 fn( 头 ) 在 内 有 一 个 根 ， 从 而 fi1 (对 ),，…,f,( 卫 ) 在 KK 内 各 有 一 
个 根 。 

现在 引入 一 个 域 的 代数 闭 包 的 概念 , 先 引 入 代数 闭 域 的 概念 . 

一 个 域 K 说 是 代数 闲 的 ， 如 果 KK[ 苦 ] 中 每 一 次 数 大 于 零 的 多 
项 式 在 到 中 有 一 个 根 。 

定义 ” 域 素 的 一 个 扩 域 员 叫 做 素 的 一 个 代数 闭 包 ， 如 果 

(i) 只 是 不 的 代数 扩 域 ; 

(ii) 只 是 代数 闭 域 。 

定理 2.2.2 设 天 是 域 环 的 一 个 扩 域 ，4 是 下 在 六 内 的 代数 
时 包 。 如 果 天 是 代数 闭 域 ， 则 4 是 不 的 一 个 代数 闲 包 。 

证 因为 4 是 天 中 在 不 上 的 代数 元 的 全 体 ， 所 以 4 是 忍 的 代 
数 扩 域 。 我 们 证 明 ，4 是 代数 闭 的 . 设 9( 和 )E 4[ 针 ] 是 一 个 次 
数 大 于 等 的 多 项 式 。 因为 是 代数 闭 域 ， 所 以 g( 陡 ) 在 天 内 有 一 
个 根 a 。a 关于 4 是 代数 的 ， 而 由 定理 2.1. 8 ，A 在 及 中 是 代数 
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Pr rr = - i 


团 的 ， 所 以 gE€ 4。 这 就 证 明了 4 是 代数 闭 域 ， 
定理 2.2.5 任意 域 了 都 有 一 个 代数 闭 包 ， 

证 泪 明 分 两 步 。 先 证 存在 的 一 个 代数 扩 域 ， 使 得 fF[LX] 
每 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 在 这 个 扩 域 下 有 一 个 根 。 然 后 从 三 出 
发 ， 作 一 个 串 扩 域 

F=FCFCFo CC 


使 得 Fi, 1 是 下: 的 代数 扩 域 ,并 且 Fi[ 革 1 中 每 一 个 次 数 大 于 零 的 多 
项 式 在 Fisi 内 有 一 个 根 ( 4 三 0 1， 2) 今 品 一 U bi, 证 明 中 : 


就 是 五 的 一 个 代数 闭 包 ， 

先 证 第 一 步 。 证 明 的 思想 与 证 明 一 个 多 项 式 的 根 的 存在 〈 定 
理 1. 3. 4 ) 类 似 。 考 虑 中 瑟 ] 中 一 切 次 数 大 于 零 的 多 项 式 的 集 

FLX]\F= {fC(X)|AE 4A), 

这 里 4 是 与 f[XJ、\F 有 相同 基数 的 一 个 指标 集 。 对 于 每 一 个 
AE 4， 令 一 个 符号 也 :与 它 对 应 ， 将 { 卫 *}。4 看 成 上 不 相关 
不 定 元 ， 即 { 对;} ea 的 任意 有 限 子 集 都 是 上 不 相关 不 定 元 。 令 
R= FL( 苹 *}4e4j 表示 { 革 }4e 4 的 一 切 有 限 子 集 在 Ff 上 所 生成 的 
多 项 式 环 的 并 集 。 有 R 里 每 一 个 元 素 都 是 有 限 个 不 定 元 蕊 2，，…， 
七 (了 4}4e4 在 上 的 多 项 式 。 这 样 定 义 的 书 的 元 素 是 无 幢 义 
的 。 显 然 ， 一 切 f(X1)E RCNAE A)， 

令 a 是 由 一 切 f, (对 ;)，%EA， 所 生 的 情 的 理想 。 因 为 R 是 
有 单位 元 的 交换 环 ， 所 以 a 的 元 素 都 有 以 下 形状 : 
(1) > wzfr( 荆 ;〉 (有 限 和 ) ， 


这 里 妈 是 有 限 个 民 xCAE 4) 的 多 项 式 。a 是 玉 的 一 个 真子 集 ， 因 
为 不 然 的 话 ， 将 有 1 E a， 人 了 从而 可 以 表 成 (1 ) 的 形式 ; 

1 = 之 2 
右 端 只 有 有 限 个 fi( 义 ) 出 现 ， 所 以 由 2.2. 1 ， 存 在 的 一 个 扩 
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域 ， 使 每 一 个 fC( 羡 。) 在 这 个 扩 域 中 有 一 个 根 a:， 代 入 上 式 得 出 
矛盾 的 等 式 1 = 0， 

这 样 ， 存 在 灵 的 一 个 极 大 理想 . mm 二 a 。 令 = 玉 / my 则 碌 ， 

是 一 个 域 . 令 

Pp: R->F,=R/m z 
是 目 然 同 态 ， 因 为 Fm = {0}， 所 以 Plz 是 单 射 ， 因而 可 以 把 
9(F) 与 F 等同 起 来 ， 而 可 以 认为 是 7 的 一 个 子 域 ， 

Fi 是 Ff 的 代数 扩 域 .事实 上 上， 设 z;=9CX1)， 则 了 ,是 由 
{xz;}2c 4 在 FF 上 生成 的 域 。 另 一 方面 ， 对 于 每 一 个 14€E 4 fx( 生 7) 
E acm, 所 以 f(z;)=P9(f,( 卫 ,))== 0 。 因 此 x 是 FF 上 代数 
元 。 由 2.1.3， 了 了 i 是 的 代数 扩 域 。 

由 于 Fl 是 由 一 团 f;(X*) 的 根 2 在 上 生成 的 ， 这 就 证 明 
了 ， 存 在 F 的 代数 扩 域 了 ， 使 得 FL[ 藉 J 的 每 一 个 次 数 >> 0 的 多 项 
式 f1(X) 在 FF， 中 有 一 个 根 。 

这 样 ， 我 们 可 以 归纳 地 构造 出 一 个 扩 域 序列 

P=FoCFI CEC“EF EP CC", 
使 得 

1。 Fini 是 可 的 代数 扩 域 ， 

2°。 Fi[ 广 ] 的 每 一 个 次 数 六 0 的 多 项 式 在 Pi 内 有 一 个 
根 ，;i = 二 0,1,2,*…，。 

令 昌 二 【7;， 容 易 证 明 ，Q 是 一 个 域 .我 们 证 明 ，98 是 


ti=0 
的 一 个 代数 闭 包 ， 
首先 ， 昌 是 了 代数 扩 域 , 设 a€ 8, 那么 存在 i ,使 得 a € FFs， 
i 是 了 的 代数 扩 域 ， 所 以 4 是 上 的 代数 元 ， 
其 次 ，9 是 代数 闭 的 。 设 
f( 及 )=aot+al+ 迟 +Adn 了 对 "rE QL], 
了 0，oE 吕 ii=0，1…… 1。 于 是 存在 一 个 整数 81 >0， 


20 


使 得 QiEFre,， = 0, 1 nn, f(X)EFALXI1, APL 以 I(TX> 
在 Fe4i1 内 有 一 个 根 ， 因 而 在 只 内 有 一 个 根 ， 

这 就 证 明了 号 是 不 的 代数 闭 包 。 

定理 2.2.4 设 2 :>F' 是 域 f 到 域 F' 的 一 个 同 构 映 冉 ， 
人 各 介 ' 各 是 和 "的 一 个 代数 闭 包 。 那么 PF 可 以 开拓 为 到 名" 
的 同 构 ， 即 存在 域 同 构 % : 8B-> 8'， 使 得 $15= 9. 

特别 ， 一 个 域 下 的 任意 两 个 代数 闭 包 都 是 同 构 的 。 

证 显然 取 '=F，9 是 部 的 恒 等 的 同 构 ， 则 最 后 论断 
可 以 由 前 一 个 论断 直接 得 出 。 因 此 只 要 证 明 前 一 论断 。 设 天 是 域 
扩张 的 一 个 中 间 域 。 令 % 是 9 到 玉 上 的 一 个 开 折 ， 即 多 : KK 一 中 
是 一 个 单 同 态 并 且 1r= 二 P99。 泣 虚 一 切 这 样 的 对 CK, ) 所 成 的 集 
S。S 不 罕 ， 因 为 (F,P)ES。 对 于 5S 中 任意 两 个 元 素 (K1, 1)， 
(kK,, 作 ,)， 规 定 ， 

(Ki1, 1)SCK,,»,), 如 果 KICK, HY, [gi = $1。 

这 样 一 来 ，5S 作成 一 个 偏 序 集 。 我 们 证 明 ，5 是 一 个 归纳 

集 。 设 

SS’'={(K, $1)|AE A) 
是 5 的 一 个 非 空 链 ， 令 

A 一 (J Ka. 
KK 显然 是 日 的 一 个 子 域 。 设 aE K， 那 么 a 属于 某 一 Ki, A4E A， 
因此 ， 对 于 任意 LE 4， 如 果 开 AC 开 oo， 则 weE 天 oo， 我 们 如 下 
地 定义 纱 : 及 > 8'，。 如 果 a EK， 则 定义 CG) 二 (a)。 因 为 
当 民 :GE 民 时 ， sx = 二 PP ， 所 以 这 样 定义 是 无 歧义 的 ， 并 且 罗 
是 KK 到 8' 内 的 单 同 态 。 这 样 ，(K,)ES。(K, 多 ) 是 5' 的 一 个 
上 者 。 于 是 由 Zorn 引 理 ， 仿 有 一 个 极 大 元 素 ( 工 ,， @)。 因为 从 
是 下 的 代数 扩 域 ， 所 以 号 也 是 二 的 代数 扩 域 。 

我 们 证 明 ， 研 = 只 。 且 @(Z) 王 0O(C8)= 品 '。 
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设 gE€ BH， 令 7( 匀 )ELL[X1 是 a 在 LL 上 的 最 小 多 项 式 . 令 
二 @(D)C 2'。@ 可 以 通过 自然 的 方式 开拓 为 环 同 构 LL 革 ]-> 
工 [ 关 ]， 我 们 仍 用 @ 表示 这 个 环 同 构 。 对 于 (XX)ELLX1]， 
@(f( 革 )) 就 是 把 1 革 ) 的 系数 4 相应 地 换 成 w@ (C4;) 所 得 的 L' 上 的 
多 项 式 。 因 为 p( 邓 ) 是 LLX] 中 不 可 约 多 项 式 , 容易 证 明 
2 〈 王 ) 三 OCX7)) 是 到 工 和 ] 中 不 可 约 多 项 式 。 因此， 剩余 类 环 
LLL]J/(PC( 对 )) 和 [有 革 ]J/(2'《 蔗 )) 都 是 域 , 并 且 @ 诱导 出 域 同 构 

@ : LLXI/CpCX))-—>L'LXI/CP (X)). 
因为 8 是 代数 财 域 ， 所 以 存在 ae' E 8'， 使 得 p'(a')= 0 .因为 
2 (和 ) 是 L'[ 革 ] 中 最 高 次 项 系数 是 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 所 以 
?7'( 卫 ) 就 是 a' 在 LK' 上 的 最 小 多 项 式 。 于 是 由 1. 3. 1 ， 分 别 存 在 
域 同 构 

0 : La)—>LEXI/CP( FT) 和 0o' : L'(o')->L'TX]/(P' (CX)) 
voli=1r, Holzr,=1r,. 令 

T=0'-ioWo0, 
则 To) 天 (2 三 只 :是 Ca) 到 8' 内 的 单 同 态 。 对 于 任 
意 sELIL， 我 们 有 TC6)= 二 @(6)。 所 以 (LCa),，7T)€ES 并 且 (L,@) 
<(Z(a),7)。 由 (7 ,oo) 的 极 大 性 得 

L(a)=L, T= 
这 样 ，8 的 任意 元 都 在 工 内 ， 所 以 上 = 9， 

设 8”=@《L)=@8(8)C 8', 则 昌 ” 是 代数 闭 域 而 昌 是 给 " 
的 代数 扩 域 ， 所 以 8”= 8'， 即 6(8)= 2 

推论 2.2.5 设 8 是 域 丸 的 一 个 代数 闭 包 ， 而 天 是 下 的 一 个 
代数 扩 域 。 则 工 与 人 8/ 的 一 个 中 间 域 辐 构 ， 

证 令 ' 是 玉 的 一 个 代数 闭 包 。 则 给 ' 也 是 了 的 一 个 代数 团 
包 。 由 2.2.4， 存 在 域 同 构 r : 8' 一 吕 ， 且 01z 就 是 的 恒 等 自 
同 构 ， 令 =oCK)，。 则 召 是 如 /了 的 一 个 中 间 域 . | 

以 下 为 了 叙述 简便 起 见 ， 我 们 引进 一 个 术语 。 设 和 工 都 是 
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域 户 的 扩 域 。 同 坊 或 同 构 映射 P : 天 一 工 叫 做 一 个 下- 同 赤 或 五 - 
间 构 ， 如 果 %8|z 是 下 的 恒 等 自 同 构 ， 

推论 2.2.6 设 另 是 域 正 的 一 个 代数 财 包 ， 天 是 只 /R 的 一 
个 中 间 域 ，2 : 天 一 如是 一 个 玉 - 单 同 态 。 那 么 2 总 可 以 开拓 成 为 
日 的 一 个 Ff- 自 辐 构 ， | 

证 多 是 天 和 (六 ) 的 代数 用 包 。 由 定理 2.2.4， 存 在 妨 的 
一 个 了 F- 自 同 构 w， 使 得 ob lx 二 有 

推论 2.2.7 没 昌 是 域 万 的 一 个 代数 六 包 、 对 于 9 的 元 素 
4,，p 来 说 ， 以 下 两 个 条 件 是 等 价 的 ; 

(i) 是 4 在 上 最 小 多 项 式 p(X) 的 根 ， 

(ii) 存在 昌 的 一 个 F- 自 同 构 %。，、 使 得 %(o)=p， 

证 (i 一 >(ii) 32 和) 也 是 6 在 上 的 最 小 多 项 式 . 因 此， 
存在 - 辣 构 

p= F(a)SEFEXI/(P(X) SSF), 

且 Y2(Coa)=5， 由 2.2. 6 ，9 可 以 开拓 成 为 8 的 一 个 同 构 @. 

(ii) 一 > (i) 设 存在 名 的 一 个 了 - 自 同 构 %， 使 得 (a)==p， 
于 是 

zCB)=2o(Go))=a(2Cc)) 一 0。 
习 ”是 

1. 设 不 是 一 全 域 。 如 果 对 于 不 的 每 一 个 扩 域 玉 来 说 ， 三 的 
包含 在 内 的 最 大 代数 扩 域 就 是 本 身 ， 则 万 是 代数 团 的 ， 

2， 设 荆 是 域 下 的 一 个 代数 扩 域 证明， 对 于 工 来 说 ， 下 列 
三 条 件 等 价 : 

(i) 工 是 的 代数 闭 包 ， 

(ii) 对 于 好 的 任意 一 个 代数 扩 域 天 来 说 ， 存在 一 个 到 同 态 
单 射 兄 : K->L; 

(iii》 设 o : fF'-> 了 是 一 个 域 同 构 。 那 么 对 于 "的 每 一 个 
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代数 扩 域 久 ' 来 说 ，o 可 以 开拓 为 域 同 态 单 射 K'->L， 

3. 设 关 是 域 邓 的 一 个 代数 扩 域 。 证 明 ， 如 果 FL 六] 中 每 一 
个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 在 太 [ 对 J 内 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ， 
那么 KLX] 的 每 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 在 KL[ 头 ] 内 也 可 以 分 解 
成 一 次 因 式 的 乘积 ， 

4. 设 FCOKCL 是 一 串 扩 域 ， 其 中 在 K 太 内 是 代数 团 的 ， 
又 设 a€E LIL 是 FF 上 一 个 代数 元 。 证明,[ 开 (Co) : 天 ]=LZCo) : FJ. 

5、 设 F 和 EB 和 KCL 是 一 串 扩 域 ，F 在 KK 内 是 代数 困 的 且 . 
LK :jj 二 00。 文 设 QEL 是 FF 上 一 个 代数 元 。 证 明 ，[LK(@): 
五 (CC)] 一 [天 :EJ]. 

6 设 天 =QCoIEC 是 @ 上 一 个 单 代 数 扩 域 且 CC 天 2， 
& EK (这 里 3% 表示 4 的 共 罗 复数 ) 。 证明， 

(i) LK : Qj 是 一 个 偶数 ， 并 且 存 在 K 在 Q@ 上 具有 以 下 形 

y1, ?12， ?7 2 Vn 7 ms 

(ii) 令 Ko=K 人 NR 则 Pi 十 Yi9 呈 Yn+ Yn 是 Ko 在 Q@ 上 

的 一 个 基 ， 


2.3 正规 扩 域 ”多项式 的 分 裂 城 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 介绍 一 个 域 柬 上 的 一 种 很 重要 的 代数 扩 
域 ， 称 为 正规 扩 域 .正规 扩 域 和 天 上 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 有 着 密 
切 的 关系 。 我 们 将 把 这 两 个 概念 结合 在 一 起 来 讨论 ， 

先 指出 一 个 简单 的 事实 , 设 F 和 "都 是 域 .如 果 存 在 到 到 
的 一 个 同 态 映 射 0 : F->F'"， 那 么 0 可 以 用 自然 的 方式 开拓 成 图 
多 项 式 环 F[ 半 ] 到 FF'[L 关 J] 的 同 态 映 射 。 即 对 于 

f(X)=ao ta + +an "EFLX], 

定义 

ol(f (XX))=0o((00) +o(G)R++o(an) "EFTLR] 
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一 .一 一 =- -  - TT Ta pp i rH i = 
au A re ~ - 
magi i pp ap 


以 后 我 们 对 记号 o(f (了 对)) 都 作 这 样 的 理解 。 特 别 ， 当 0 是 下 到 
.' 的 同 构 映射 时 ，0 : F[ 了 对 ]>F'[ 驻 ] 也 是 同 构 映射 。 
引 理 2.3.1 设 K 是 域 的 一 个 代数 扩 域 .那么 K 到 KK 目 异 
的 每 一 个 - 同 态 单 射 都 是 满 的 ， 因 而 是 Ff- 自 同 构 ， 
证 设 0:KK->K 是 一 个 同 态 单 射 ， 且 保持 所 的 元素 不 动 。 
设 a€E K。 则 4 是 上 代数 元 , 令 7CX) 是 Ga 人 在 下 上 的 最 小 多 项 
式 。 设 9 二 0 0,,*"*， gm 是 PC 也 ) 在 K 内 的 一 切 互 不 相同 的 根 。 别 | 
在 KLX] 内 我 们 有 
Z( 寂 ) 一 ( 筷 -ol )etooe( 避 -mo)zng()， 
这 里 琴 ,*…,Km 宇 1 ，9CX)EKL[X] 且 在 K 内 没有 根 。 对 这 个 等 
式 两 端的 系数 作用 o， 因 为 p(X)E FEIX]， 所 以 r(2(X))= 
7( 定 )， 于 是 
PCX)=OPCKX)) = -O01 -OGmn) rmo(g( XR)) 
0(g( 玉 ))E KL 了]。 因 为 o 是 单 射 ， 所 以 0C91),…，0《am) 仍 是 
Pp( 芒 ) 在 KK 内 一 切 互 不 相同 的 根 。 所 以 
(cai ,yo(an)]={a Gm}. 
这 样 一 来 ，a 等于 某 个 0(9;)， 即 aE oCK)。 所 以 0 是 满 射 。 目 
现在 引入 一 个 概念 。 设 吾 和 户 ' 都 是 域 玉 的 扩 域 。 如 二 
(i) 互 和 ' 都 是 的 某 一 扩 域 工 的 子 域 ， 
(ii) 存在 一 个 了 - 同 构 9 :Eb 一 8'， 
那么 就 说 ， 瑟 与 B' 在 FF 上 共 罗 ， 简 称 玉 - 共 轿 , 在 不 致 引 起 混 清 的 
情况 下 ， 就 称 思 与 五 ' 共 轿 。 如 果 瑟 与’ 共 轿 ， 那 么 就 称 刀 到 B" 
的 下 - 同 构 映射 为 玉 - 共 施 映 射 。 
定义 ” 设 下 是 一 个 域 ， 亚 上 一 个 扩 域 如 叫做 一 个 正规 入城 ， 
如 果 下 列 条 件 被 满足 ， 
(i) 是 瑚 的 代数 扩 域 ”，; 
1) 在 正规 扩 域 的 定义 中 ， 条 件 (i) 实 际 上 是 多 余 的 ， 在 第 四 章 我 们 将 证 明 ， 注 


足 条 件 (ii) 的 扩 域 一 定 是 代数 的 (参看 4. 1. 1. 3). 
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(ii) 任意 与 在 Ff 上 共 较 的 域 都 等 于 及 . 

如 果 瑟 是 玉 的 一 个 正规 扩 域 ， 那 么 也 说 /Ff 是 一 个 正规 扩 
张 。 

例 1 令 入 是 有 理 数 域 ， 妃 =QCwAI)。 则 中 是 尽 的 一 个 正 
规 扩 域 。 事实 上 ， 设 0 是 的 一 个 Q@- 共 轿 。 则 (CA/ 2 ) 是 o(XX? 
- 2) 一 下 2- 2 的 一 个 根 。 然 而 X?-2 在 的 任意 一 个 扩 域 内 只 
有 两 个 根 ， /2 和 - /2， 所 以 xGCwV2)=/ 3 或 -23。 不论 
哪 一 个 情形 都 有 cz(B8)=QGCoC 2))= QC 23)=8, 

例 2 请 = QC(3/2) 不 是 Q@ 的 正规 扩 域 ,因为 在 复数 域 C 
内 ， 卫 ?3 - 有 三 个 全 3/5，63/2，62?8/ 人 ,这 里 
6 = -+ =- 3 是 一 个 三 次 单位 根 。 显 然 ' =Q(e3/ 互 ) 是 
一 个 与 刁 @@- 共 弧 的 域 ， 但 妇 " 天 盏 。 

定理 2.35.2 设 思 是 域 f 的 一 个 代数 扩 域 。 对 于 B/F 来 说 ， 
下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 ， 

(i) /fF 是 正规 扩张 

(ii ) 设 吕 是 忍 的 任意 一 个 包含 四 的 代数 用 包 。 那 么 对 于 只 
的 任意 一 个 - 自 同 构 o%。， 都 有 0(B)= 万， 

《iii 万 的 任意 元 素 4 在 丸 上 的 最 小 多 项 式 在 如 [ 和] 中 可 以 
分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 。 

证 〈i) = 一 >(ii) 设 8 是 FF 的 一 个 代数 闭 包 且 包 含 B。 9 
的 任意 一 个 自 同 构 z 和 将 上 映 成 一 个 与 是 了 - 共 罗 的 域 0(B)。 因 
为 B 是 了 的 正规 扩 域 ， 所 以 0 (8)=8， 

(iij) 一 (iii) 设 昌 是 的 一 个 包含 的 代数 闲 包 。a EB 
在 上 的 最 小 多 项 式 PC() 在 8[ 广 ] 内 分 解 成 一 次 因 式 的 积 ; 

多) 一 (有 一 CI)( 有 一 Co 有 一 Cn) 

orE 吕 ，1 和 和 843， 且 设 as=4a。 由 推论 2.2.7 ， 存 在 的 怠 的 
F- 自 同 构 0:， 使 得 01(G)=9i1, 1 志 i 过 %。 因 为 qsEo0,(8)= 
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及 (1 笑 i 委 32) 所 以 2 和) 在 玉 [ 生 ] 中 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 积 。 

(iii) 一 >(i) 设 B' 是 一 个 与 为 8- 共 轿 的 域 , 由 共 罗 的 定 
义 ， 避 和 "都 包含 在 的 菜 一 扩 域 工 内 ， 并 且 存 在 了 了 - 同 构 映射 
py :E>B'. 设 a' ER', 令 a= 二 Jp!1(@a')EB. 令 7() 是 a 在 Ff 上 
最 小 多 项 式 。 由 (iii7，2( 和 7) 在 盏 [ 瑟 ] 内 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 
积 : 

PCXX)=CKX -G(X -G(X -An), GEEBE(U< ,Sn). 
因为 pC(0) 二 0， 所 以 2Ca')= 二 (pC9)) = 0 ,因此 ， 在 工 内 ,等 式 

(a -QI)(a -Qa -0n)=0 

成 立 。 于 是 4' 必定 等 于 某 一 个 4:,， 从 而 ，a' EW。 因为 a' 是 了 
的 任意 元 素 ， 所 以 8' 生 有 8， 

这 样 ，P : ->E' 和 EB 是 到 自身 内 的 一 个 同 态 单身。 因为 
如 是 不 的 代数 扩 域 ， 由 2. 3. 1 ,是 满 射 ， 从 而 8' = 二 $(B)= 二 .这 
就 证 明了 5 的 任意 一 个 F- 共 鸭 域 都 与 相等 , 即 B 是 的 正规 
扩 域 。 站 

推论 2.35.5 设 丸 是 域 下 的 一 个 正规 扩 域 。 对 于 如 的 元 素 
与 及 来 说 ， 以 下 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

Ci) 06 与 fp 在 Ff 上 有 同一 个 最 小 多 项 式 ; 

(ii) 存在 的 一 个 F- 自 同 构 o， 使 得 oC(a)=p， 

证 (ii) 一 >(ii) 设 8 是 的 一 个 代数 闭 包 。 显然 是 FF 
的 一 个 包含 思 的 代数 闭 包 。 由 2. 2.7, 存在 日 的 一 个 忆 - 自 同 构 7， 
使 得 T(0)==B. 百 和 7T(B) 都 是 名 /FF 的 中 间 域 ， 且 是 fF- 共 斩 的 。 
由 于 互 是 正规 的 ， 所 以 7T(8)= 二 万 ， 这样，0 二 7|s 是 吾 的 一 个 下 - 
自 同 构 ， 并 且 o (a)= p.， 

(ii) 一 (i) 设 I(X) 是 a 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 。 那么 

pC(b)=7(0(0))=0(p(a))= 0. 

所 以 2( 革 ) 也 是 在 上 的 最 小 多 项 式 ， 

现在 我 们 引入 域 有 上 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 的 概念 ， 
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定义 ” 设 f( 了 对) 是 域 上 一 个 次 数 大 于 0 的 多 项 式 。 下 的 一 
-个 扩 域 下 叫做 f( 革 ) 在 上 一 个 分 裂 域 ， 如 末 

(i) fC( 针 ) 在 KL 天 ] 中 可 以 分 解 成 为 一 次 因 式 的 乘积 : 

f(X)= a(x 革 -a)(T -G(X -Gn)) 
aEF, oCEK(l<r En); 

(ii) K=F(G1,02,", 0n). 

FL 义 ] 中 任意 一 个 次 数 大 于 0 的 多 项 式 在 上 总 存在 分 识 
域 ， 圳 实 上 ， 取 上 一 个 代数 闭 包 名。 则 fC 革 ) 在 8[ 半 J] 可 以 分 
解 成 为 一 次 因 式 的 积 。 将 f(X) 在 旭 内 的 爹 部 根 添 加 到 上 所 得 
到 的 扩 域 K 就 是 f() 在 上 的 一 个 分 裂 域 . 

定理 2.5.4 设 f( 了 ) 是 域 F 上 一 个 次 数 大 于 0 的 多 项 式 ， 
KK 和 KK' 都 是 f( 革 ) 在 Ff 上 的 分 裂 域 . 在 K[XJ 和 及 '[ 革 里， 分 
别 有 : 

f(X)=a( 了 -Q(X -0,)'…( 了 -Qn),， 
fC(XI=a(X -A(R -G(X -0,), 
aER,OEK'(lCiICnNn) dE F, Wh 么 存在 KK 到 kK’' 的 一 个 
卫 - 同 构 上 映射 P 。 使 得 
{Po1) 0, PGs)}= {0 0 }. 

证 令 旭 和 8' 分 别 是 KK 和 K' 的 代数 闲 包 。 它 们 也 是 的 代 
数 闲 包 。 由 定理 2.2. 4 ， 存 在 一 个 了- 同 构 映 射 % : 只 一 马 。 令 
r=0(0), 1<i 和 Sn; K"=F(oi, ,0%)。 在 KLX1] 内 ， 

f(X)= a(xX-al)( -a -a,). 
因为 " 导 B8'， 所 以 在 日 '[J] 内 ，f 文 ) 有 两 种 分 解 : 
f(X)=a( 牙 -oCX-ar)(R- a,) 
a( 玉 -aol)(X-a)(X- 0,). 
由 域 上 多 项 式 因 式 分 解 的 唯一 性 ， 我 们 有 
{20(01), oOCan)j 一 [al aoj， 


从 而 K"=K'。 令 p=@%|x 就 满足 要 求 。 
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下 面 的 定理 表明 正规 扩 域 和 多 项 式 的 分 裂 域 这 两 个 概念 的 密 
切 联系 . 

定理 2.5.5 设 天 是 域 丰 的 一 个 扩 域 。 对 于 天 来 说 ， 以 下 两 
个 条 件 是 等 价 的 ; 

Ci) KK 是 Ff 的 有 限 次 正规 扩 域 ; 

(ii) 是 F[ 革 ] 的 某 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 在 上 的 分 怕 
域 . 

证 (ii) 一 >(ii) kK 是 的 有 限 次 扩 域 ， 由 定理 2.1.2， 
KK=F(Gi,*… as)，ai 是 不 上 代数 元 (1 委 ;i 委 ss)。， 令 2 人) 是 
ai 在 尺 上 的 最 小 多 项 式 。 令 


f(X)= 上 | 2z(X)， 


一 】 


由 定理 2.3. 2 (iii)， 每 一 个 pi:( 芒 ) 在 K[ 了 革 ] 内 可 以 分 解 成 一 次 胃 
式 的 乘积 ; 


Ri 
pCX)= TTX-a), a EK,1<i<s. 
j= 1 
于 是 在 KL[ 针 J] 内， 
os 


fCX)= [| | xX- as). 


i=1 j=1 
于 是 
KE=F(a, ,Ge EF 7 

1<i<s,1 yn. 
所 以 K 是 1( 耻 ) 在 Ff 上 的 分 裂 域 . 

《ii) 一 ->(i) 设 K 是 FLXj] 中 某 一 次 数 大 于 0 的 多 项 式 
大 各) 在 不 上 的 分 裂 域 。 取 天 的 一 个 代数 困 包 另 ， 它 也 是 正 的 代 
数 闭 包 。 在 只 5 式 ] 中 ， 
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fCX)=aCT -oT- G0) .aEF, OE 0, 

那么 KK 二 FCG ,ns)， 由 定理 2.1.2,LK :了 F<. 

设 0 是 如 的 任意 一 个 了- 自 同 构 。o 自然 地 开拓 为 多 项 式 环 
QLX] 的 自 同 构 , 仍 以 o 表示 。 因 为 保持 忆 的 元 素 不 动 ,我 们 有 

fC(X)=o(f(X))=a(X -oo(01)0) (是 一 OICQGa))。 
由 QLX] 中 多 项 式 因 式 分 解 的 唯一 性 ， 我 们 有 
(cal) OIC) = {01 Cn), 

PEK= FC 0) = Fo) e000,)) = oC(K). 由 2,3.2, 
玉 是 不 上 的 正规 扩 域 。 是 

由 这 个 定理 可 以 得 出 以 下 的 推论 。 我 们 把 这 个 推论 的 证 明 留 
给 读者 。 

推论 2.35.6 设 K 是 域 F 上 的 一 个 有 限 次 扩 域 ,对 于 KK 来 
说 ， 以 于 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) 天 是 FL[ 凶 3] 中 某 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 在 上 的 分 
裂 域 ; 

(ii) 三 下 内 任意 一 个 不 可 约 多 项 式 如 果 在 下 肉 有 一 个 
根 ， 那 么 它 在 KLXJ] 内 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ， | 

习 是 

1. 证 明 ，KK/F 是 代数 域 扩 张 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 ， 对 
于 K/F 的 每 一 个 中 间 域 吾 来 说 ， 如 果 0 : 8 一 是- 同 态 单 射 ， 
各 oo 必 是 的 fF- 自 同 构 ， 

2. 试 举 一 有 反例 说 明 ， 当 到 不 是 域 了 的 代数 扩 域 时 ， 定理 
2. 3. 1 的 结论 不 成 并 ， 

3. 下 列 域 扩张 哪些 是 正规 扩张 : 

(i) QC/-3)/Q i) QWT)/Q; 

(iii) CG/R,; (iv)  C7/Q， 

4、 证 明 ， 一 个 域 了 的 二 次 扩 域 一 定 是 的 正规 扩 域 ， 
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5. 设 忆 所 于 二 了 是 一 串 扩 域 ， 其 中 也 / 尼 是 正规 扩张 。 艺 /到 
是 否 正 规 ? KK/F 是 人 耕 正 规 ? 

如 果 L/ 及 K/ FF 韩 是 正规 扩张 ， 那 么 L/F 是 否 正规 ? 

6. 设 FLXJ] 是 域 F 上 一 个 不 定 元 的 多 项 式 环 ，{f*}*。4， 
其 中 4 是 一 个 指标 集 ( 有 限 或 无 限 )， 旭 是 的 一 个 代数 闲 包 ， 令 
K 是 将 {f}4。4 在 避 内 的 一 切 零 点 添加 到 了 所 得 的 扩 域 ， 证 明 ， 
KK 是 的 正规 扩 域 , 

7. 设 及 是 域 F 的 一 个 代数 扩 域 ，V 入 是 下 的 一 个 包含 下 的 正 
规 扩 域 证明, K/F 是 正规 扩张 必要 且 只 要 下 到 NN 内 的 每 一 个 下 - 
同 态 单 射 都 是 KK 的 自 同 构 ， 

8.， 设 玉 是 域 F 的 一 个 代数 扩 域 。 证 明 ， 如 果 太 的 每 一 个 元 
素 都 属于 某 一 个 中 间 域 下 ， 而 下 是 成 的 正规 扩 域 ， 则 天 是 尺 的 正 
规 扩 域 。 

9. 设 史 是 域 存 的 一 个 代数 闭 包 ， 和 WE 品 (2 取 志 某 一 个 指 
标 集 4 ) 都 是 了 的 正规 扩 域 . 令 Ni= {]N;,，N,=P(UjN:). 


证 明 ， 信 1, 信 ,都 是 FF 的 正规 扩 域 。 

10. 设 f(XX) 是 域 f 上 一 个 n(n 二 0) 次 多 项 式 ，K 是 
f( 世 ) 在 FR 上 一 个 分 裂 域 。 证 明 ,， [K :FI]|n1。， 

11. 设 KK 是 域 F 的 一 个 代数 扩 域 。 证 明 ， 对 于 天 来 说 ， 以 
下 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

《i》 是 请 的 正规 扩 域 ， 

(ii) FF[ 子 ] 中 每 一 个 不 可 约 多 项 式 1( 着 ) 在 玉 [ 凶 ] 中 坷 分 解 
成 为 不 可 约 因 式 的 乘积 ， 则 所 有 这 些 不 可 约 因 式 都 有 相同 的 次 

12. 证 明 推 论 2. 3. 6 。 
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2.4 有 限 域 


只 含有 有 限 个 元 素 的 域 叫 做 有 限 域 。 有 限 域 的 构造 特别 短 
单 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 对 于 有 限 域 作 一 比较 全 面 的 讨论。 

设 五 是 一 个 有 限 域 。 那 么 所 包含 的 素 域 P 也 是 一 个 有 限 
域 。 由 1. 2. 1 ， 这 个 素 域 所 含 的 元 素 个 数 是 一 个 素数 ?。 因 此 
char F = 7, 

设 F 含 有 《个 元 素 ，F 是 素 域 P 上 有 限 次 扩 域 设 LF:P| 
二 fj， 而 ol, ,ay 是 在 P 上 一 个 基 。， 那 么 所 的 每 一 个 元 素 4 
可 以 唯一 地 表示 成 

必 二 和 人 1 十 see 十 CC 
的 形式 ，atE P，1 二? 三 ff 。 因 此 9=21， 

令 F*Y 二 F、\ {0} 是 也 的 一 切 非 零 元 素 所 组 成 的 集 。 则 "是 一 
个 4 -1 阶乘 法 群 。F* 的 每 一 个 元 素 都 是 方程 和 -1= 0 的 
根 。 另 一 方面 ， 习 ?-!- 1=0 在 不 中 至 多 有 4- 工 个 根 ， 所 以 . 

xX-:-1= [|[ (xX-oa). 
这 样 ， 五 是 多 项 式 了 ‘1! - 1 在 素 域 P 上 的 分 裂 域 . 同时 的 每 
一 个 元 素 都 是 多 项 式 
XxX- X= | (X -ea) 
oeF 
的 根 ， 所 以 尺 也 是 多 项 式 和 ?~- 于 在 忆 上 的 的 分 裂 域 。 

总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 

定理 2.4.1 设 不 是 一 个 2 元 有 限 域 ， 忆 是 不 的 素 域 ， 

(i) char F= 7>0; 9g=213[ 太 :了 一 了 

(ii) X*-X= (和 -os Xi-1= [| (xX-o). 

(iii》 五 是 多 项 式 耻 ?- 卫 和 了 对-! -1 在 P 上 的 分 烈 域 . 莉 
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现在 我 们 看 两 个 有 限 域 在 什么 时 候 是 同 构 的 。 
定理 2.4.2 ”两 个 有 限 域 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 含有 相同 个 
证 设 和 F' 是 两 个 有 限 域 ,它们 分 别 含 有 4 和 9 个 元 素 ， 
如 果实 ， 那 么 自然 有 2 =4 。 现 在 设 9 =9"。 令 charFf= 
Pp.charF’=7, 由 2.4.1，9=7p/,g 一 了 1。 则 2 二 2p 1"。 央 
为 了 和 72' 都 是 素数 ， 所 以 2 = 二 9 ，f==f'， 因 此 ，F 和 F' 各自 所 
含 的 素 域 P 和 P' 都 是 了 元 有 限 域 ， 因 而 P 宇 P'. 由 2.4.1,， FF 
入 ' 分 别 是 多 项 式 了 - 关 在 P 和 P' 上 的 分 裂 域 。 由 2.3. 4， 
FF'. 
由 于 这 个 定理 , 我 们 通常 把 9 元 有 限 域 记 作 下 4. 
定理 2.4.3 设 天 是 一 个 特征 为 素数 2 的 域 。 Fo 入 4s 古 
的 两 个 有 限 子 域 ，9 =21f ， 咏 "=2f  。 那 么 下 三 下 < 拓 > 直 1 
证 的 素 域 是 ?元 有 限 域 Fb. 
如 果 玉 s 三 Fo '， 那 么 
f'=[Fe’ : Fopj=[Fe’ : Folt Fe: Fo)= mf, 
这 里 m= 二 [Fy : Fiej。 
反之 ， 设 f=mf。Fo(CK) 是 多 项 式 了 站?- 羡 在 Fp 上 和 豚 分 
裂 域 ， 所 以 
Fs={ala€E K, a-G=0}. 
同样 ， 我 们 有 
Fo’={pIpEK, pa -p= 0 }. 
于 是 
po 1=(p)"- 1=Cpf- 1)(pi(m 1)+ 
十 多 1 机 2 ) 十 we 十 2 十 1 ) 
如 果 aE€ Fo。， 则 
oa? -1=ac-1-1=0， 
于 是 
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Go-L1-1T = 一 ap - 1 = 
所 以 aE 下 。 因 此 下 7 三 下 ， 即 已 三 下 | 

现在 设 给 定 了 一 个 素数 2 和 一 个 正 整 数 f 。 是 不 是 存在 一 个 
4 二 8! 个 元 素 的 有 限 域 ， 下 面 的 定理 给 于 肯定 的 回答 ， 

定理 2.4.4 设 2 是 一 个 素数 。 

(i) 给 了 素 域 下? 的 一 个 代数 闭 包 号 。 对 于 任意 正 整 数 了 ， 
8 含有 唯一 的 9 = 72! 个 元 素 的 有 限 域 ， 它 是 多 项 式 人 -了 在 Fp 
上 的 分 裂 域 ， 

(ii 对 于 2 的 任意 需 9 =21， 存 在 一 个 9 元 有 限 域 ， 如 朱 : 
把 同 构 的 域 看 作 一 样 的 ， 那 么 这 个 有 限 域 是 唯一 确定 的 。 

证 显然 (ii) 是 (i) 和 2.4. 2 的 直接 推论 。 因 此 我 们 只 需 证 : 
明 (i) 成 立 。 

令 台 是 王 ? 的 一 个 代数 闭 包 。 令 所 互 ) 王 下 2 一斑 所 王公] 
因为 f'(XX)=gXI -TI=- 工 入 0， 所 以 扰民 ) 在 马 内 恰 有 9 
个 两 两 不 同 的 根 。 令 

F={alaE ,a -Ga=0}. 
则 成 含有 9 个 元 素 。 设 0,pEF。 则 
(ga- pb)'=ar-p=a- bp, 
(apb)’=ap'=ab. 
如 果 p 产 0， 则 
(p10 = (p11=p7 1., 
所 以 f 是 昌 的 一 个 9 元 有 限 子 域 。 它 由 f( 芳 ) 在 如 内 的 全 部 根 组 
成 ， 因 而 是 f( 对 ) 在 Fo 上 的 分 裂 域 ， 所 以 是 唯一 确定 的 。 EE 

设 Fs 是 一 个 有 限 域 ，&=2f。 令 e 是 任意 一 个 自然 数 。 取 和 定 . 

Fs 的 代数 闭 包 名。 令 
KFK={ala€E ,a -a=0)}). 
则 到 是 一 个 9g* 二 2! 个 元 素 的 有 限 域 ， 并 且 含 有 下 作为 子 域 。 
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比较 元 素 的 个 数 ， 我 们 有 
[KkK: Fel=e. 
于 是 就 得 到 以 下 
定理 2.4.5 给 定 任意 一 个 有 限 域 严 * 和 任意 正 整 数 e 。 在 
在 下 的 一 个 e 次 扩 域 。 它 是 一 个 9 元 有 限 域 。 五 * 的 任意 两 个 


e 次 扩 域 是 同 构 的 。 | 
推论 2.4.6 设 已 "是 一 个 4 元 有 限 域 。 令 只 是 王 的 一 个 代 
数 闭 包 , 则 
£3 = (J Fos. 


jf>1 


证 令 吕 是 互 * 的 一 个 代数 闭 包 。 对 于 任意 正 整 数 了 ， 由 定 
理 2. 4. 5 的 证 明 可 以 看 出 , 在 号 内 存在 丘 的 瞧 一 的 /次 扩 域 五。 
所 以 Fs 0, 


f>1 
反之 ， 设 ae 各， 则 = Fy(a) 是 Fa 的 一 个 有 限 次 扩 域 ， 因 
而 P=Fof, f=[F: FoiaEF, ,SUrF,,. | 
了 > 


最 后 , 我 们 证 明 , 一 个 有 限 域 的 有 限 次 扩 域 一 定 是 单 扩 域 。 为 
此 我 们 要 进一步 弄 请 楚 有 限 域 的 匀 法 群 的 结构 . 先 证 明 两 个 引 理 。 

引 理 2.4.7 设 G 是 一 个 阶 为 的 有 限 群 。 如 果 对 于 任意 正 
整数 闷 来 说 、C 中 满足 方程 zm= 1 工 的 元 素 2 的 个 数 委 z， 则 G 是 
一 个 循环 群 。 

证 设 4 是 2 的 任意 一 个 正 因数 。 令 aa(G) 表示 G 中 阶 为 
4 的 元 素 的 个 数 。 那 么 

加 .= 

如 果 aal(G) 产 0， 那么 G 中 存在 阶 为 4 的 元 素 4 。 令 万 是 4 所 生 
戌 的 环 循 子 群 。 则 五 含 有 4 个 元 素 ， 并 且 对 于 任意 7%EHH, 克 注 
足 z* = 1 。 由 题 设 的 条 件 ， 我 们 有 
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H={7EG|r = 1], 
因此 ，G 中 阶 为 & 的 元 素 都 在 五 内 。 所 以 Qa(G)== Qa(H)、 男 一 
方面 ， 恕 是 阶 为 & 的 循环 群 ， 所 以 豆 所 含 的 阶 为 & 的 元 素 等 于 
Pp(4)， 这 里 9 是 Euler 函数 ， 即 9(4) 是 小 于 4 并 且 与 Z 互 素 的 
正 整 数 的 个 数 。 因 此 ， 对 于 ?的 任意 正 因数 4 来 说 ， 或 者 aa(G) 
一 0， 或 者 Ga(G) = 二 9(4)。 于 是 

a Ah 


这 样 一 来 ,对 于 7 的 任意 正 因 数 Z 来 说 ,都 有 Qa CG) = 9C4)。 特别 、 
Gn《G)= 二 POW) 了 关 0 ,所以 G 含 有 阶 为 的 元 素 ， 从 而 G 是 循环 群 。 

引 理 2.4.8 设 不 是 一 个 域 ， 玉 是 丈 的 一 切 非 零 匹 素 所 组 
成 的 乘法 群 。 了 ”的 任意 有 限 子 群 都 是 循环 群 . 

证 ” 设 G 是 FY 的 一 个 阶 为 4 的 子 群 。 对 于 任意 正 整 数 来 说 ， 
多 项 式 卫 m1 在 了 内 至 多 有 mw 个 根 ， 所 以 G 中 满足 x” 一 1 胸 元 
素 至 多 有 勾 个 。 于 是 由 2. 4. 7 ，G 是 循环 群 ， | 

由 2. 4. 8 ， 立 即 得 到 

定理 2.4.9 下 ,的 一 切 非 零 元 素 对 于 下 的 乘法 来 说 作成 一 
个 4- 1 阶 循 环 群 。 | 

定理 2.4.10 有限 域 的 有 限 次 扩 域 都 是 单 扩 域 . 

证 设 焉 ,是 有 限 域 下 ,的 一 个 了 次 扩 域 . 令 * 是 乘法 群 


五 61 的 个 生成 元 。 则 
“1 = {1,6, ,60 ). 
所 以 。F ,f= Fs(6), BE 
注 闻 ”在 上 面 这 个 定理 里 ， 歌 上 是 乘法 群 下 zj 的 一 个 生成 
元 ， 自 然 有 玉 ,: 二 Fel(6)。 然而 反 过 来 不 一 定 对 ， 也 就 是 说 ， 
F ,可 能 是 对 王 添 加 一 个 不 是 下 #f 的 生成 元 而 得 到 的 单 扩 域 。 
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我 们 看 以 下 的 例子 ， 
例 多 项 式 

fC 及 )= 二 且 4+ 卫 3+ 证 ?2+ 卫 + 1 
在 了 ,[X] 内 是 不 可 约 的 ,事实 上 ， 因 为 0 和 1 都 不 是 对) 的 
根 ， 所 以 f(〉 在 下 ,LX] 内 没有 一 次 因 式 。 很 容易 证 明 ， 在 
上 [到 ]， 也 不 能 分 解 成 两 个 二 次 因 式 的 乘积 。 

令 g 是 f) 在 FF, 的 某 个 扩 域 内 的 一 个 根 。 那 么 下 : (a) = 
下 然而 5- 1 一 (GaG- 1)fo)=0， 所 以 as= 1， 因 而 4 不 
是 15 阶 循环 群 已 x, 的 生成 元 。 

习 是 

1. 设 2 是 一 个 素数 。 证明 , 对 于 任意 整数 ea 来 说 都 有 4? 二 a 
(mod2)， 

2. 设 2 是 一 个 素数 ，2 > 0 。 证 明 玉 ,，, 中 每 一 个 元 素 都 在 
Fon 中 有 了 唯一 的 2 次 根 。 

3， 设 玉 是 8 元 有 限 域 忆 ,的 一 个 代数 扩 域 ， 证明? : Ka 
一 > 0*€EK 是 的 一 个 自 同 构 ， 

4. 构 进 一 个 有 9 个 元 素 的 域 ， 并 且 给 出 它 的 加 法 及 乘法 
表 ， 

5.” 证明， 有 限 域 不 可 能 是 代数 闭 域 ， 

6. 设 是 一 个 域 ，f( 耶 ) 是 F[X] 最 高 次 项 系数 为 1 的 多 
项 式 ， 它 在 上 某 个 分 裂 域 中 的 根 各 不 相同 ， 并且 构 成 一 个 
域 。 证 明 charF=2p>>0， 且 f( 耻 )= 对 ? -了 对， 其 中 % 是 一 个 
正 整 数 ， 

7.、 设 下 ,是 4 元 有 限 域 ，(n,9)= 1，K 是 多 项 式 了 "1 
在 ,上 的 分 裂 域 .， 证明， 二 [K : Fo] 是 使 得 %igq* -1 的 最 小 
下 整数. 

8. 设 了 是 一 个 素数 ， gq=7!.f( 久 )E Fe] 是 一 个 m 次 不 
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可 约 多 项 式 ， 

(i) 证 明 ， 拨 下)|( 王 ?9 -XX)<>m|n, 

(ii) 令 廊 (总 ) fs 和) 是 下 s[ 匀 J] 中 一 堵 最 高 次 项 系数 
是 1 且 次 数 是 7 的 因数 的 不 可 约 多 项 式 。 证 明 


xX"- X=|| fcX). 


9. 找 出 下 ,[ 叉 ] 的 一 切 四 次 不 可 约 多 项 式 ， 

10. 设 ? 了 是 一 个 素数 。 4Ep 且 4 关 0. 证 明 ， 邓 ”-XX+a 是 
FpLX]j] 中 不 可 约 多 项 式 。 

11. 设 了 7 是 一 个 素数 。 证明 (3-1)1 圭 -1 (mod?z)， 

12. 构造 一 个 满足 下 列 条 件 的 域 K: (i)KK 是 无 限 域 ，(ii) 
EK 是 一 个 有 限 域 上 的 代数 扩 域 ，(iii) 下 不 是 代数 团 域 ， 

13. 设 4= 二 72+。 了 是 一 个 素数 ， 令 Fr 是 下 4 的 一 切 非 零 元 素 
所 组 成 的 溢 法 群 。 令 

Fi’={o|l@ €E Fy). 


证 明 F*? 是 下 的 一 个 子 群 ,并且 (FY :下 和 ) 一 2， 若 ?天 25 
(FX: FXx)= 1， 若 p= 2。 
14. 设 F 是 一 个 有 限 域 。 记 
F?+F?={0a+ph’|ao,pEF), 
证 明 ，F? + F?==F， 


2.5 可 分 多 项 式 和 不 可 分 多 项 式 


一 个 域 了 的 代数 扩 域 中 每 一 个 元 素 都 是 FLX] 中 一 个 不 可 约 
多 项 式 的 根 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 对 PL] 的 不 可 约 多 项 式 作 一 
些 讨 论 。 

设 刀 是 一 个 域 。 帮 和 )E F[ 革 ] 是 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 。 
如 果 (和 ) 在 下 的 某 一 个 代数 闭 包 昌 内 的 根 都 是 单 根 ， 那 么 就 称 
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fj(X) 是 一 个 可 分 多 项 式 ; 如 果 f( 基 ) 在 内 有 重 根 就 称 f( 革 》 
是 一 个 不 可 分 多 项 式 。 
这 个 定义 不 依赖 于 代数 闭 包 的 选取 。 事 实 上 ， 设 8' 也 是 FF 
的 一 个 代数 闭 包 。 令 {91,…, 94} 和 {01,…,04) 分 别 是 fC(X) 在 
8 和 8' 内 的 全 部 根 ， 则 K=F(CQl,, Qn)ER 和 UK'=F(0', 
0 三 2 部 是 1( 针 ) 在 FF 上 的 分 裂 域 .于 是 存在 - 同 构 0 : 五 
一 KK'， 使 得 0 (6@1) = Qt。Q 了 关 0; 寺 这 Qi 了 关 0 7。 不 妨 设 21，…， 
G;: 是 (XX) 在 妨 内 一 切 互 不 相同 的 根 ， 那 么 a ,ay 就 是 (XX) 
在 如 ' 内 一 切 互 不 相同 的 根 . 因此， 在 [对 J 里 ， 
f(XR)=aC(T -aio -arr 
当 且 仅 当 在 号 拒 蕊 ] 里 ， 
帮 ( 且 ) 一 QG( 有 ~ QT1)E1oooe( 疏 一 Gr)er。 
引 理 2.5.1 设 思 瑟 ) 是 域 有 上 一 个 不 可 约 多 项 式 。 帮 ( 屋 ) 是 
不 可 分 的 必要 且 只 要 f' (了)= 0， 
证 f(XX) 不 可 分 所 >f(X) 与 f'( 驻 ) 不 互 素 。 又 因为 fC(X)》 
不 可 约 。 所 以 
(fCX), fCR AT fHX) FI) < T=0,. 量 
引 理 2.5.2 设 char7=7>0。F[] 的 一 个 不 可 约 多 项 
式 f(X) 是 不 可 分 的 必要 且 只 要 存在 hC(X)E FL 对 ]， 使 得 
f( 玉 )==h(CK?) 


证 设 f(X)= 马 a1X'E PLX] 是 不 可 约 的 多 项 式 . 那么 


f' CX)= TiaXti, 
i=1 


如 果 (对 ) 不 可 分 。 那 么 f'( 革 )== 0， 而 从 ?as= 05 二 1， 
,RR )。 因 此 ， 如 果 1 天 0 mod7。 则 41= 0, 令 
h( 且 )=4, 十 Gp 天 十 呈 十 Qnp 于 7m， 
这 里 m7 才 % ， 而 (m+ 1 )p 汪 nz。 那么 
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f(X)=h(X?). 
有 反之， 如 果 存 在 多 项 式 h( 半 )E FL[X] 使 得 1(X)=h(X?)。 


奢 么 f'《 关 ) 二 p 革 ?71oh'( 久 ?) 二 0， 所 以 f( 半 ) 不 可 分 。 | 
定理 2.5,.3 设 f(X)E FLX1] 是 一 个 最 高 次 项 系数 是 1 的 
1 次 不 可 约 多 项 式 ， 


(i) 如 果 charF= 0，、， 则 f(X) 是 可 分 的 。 

(ii) 如 果 charF=7>> 0 ， 那 么 存在 唯一 的 非 负 整数 e 和 
唯一 的 可 分 的 不 可 约 多 项 式 9(X)EFLX], 司 得 XX)= 
=9g( 卫 ”); 并 且 8edeg(9( 和 7)) 一 2。 天 种) 在 下 的 一 个 代数 闵 包 
内 恰 有 m 个 互 不 相同 的 根 ， 每 一 个 根 的 重 数 都 是 了 ， 这 里 名 = 
degg( XK). 


证 设 f(X)= otX'E PLX]， an= 1.， 


(ij) 如果 (对) 不 可 分 ,那么 由 引 理 2. 5. 1，f' (XX )= 0。 
从 而 iai= 0 一 >0= 二 0 ,1 二 1,…,N。 于 是 (XX)=040 EF， 这 与 
f(X) 的 不 可 约 性 了 矛盾 . 

(ii) 考虑 这 样 的 x(XD)E 三 和 ]， 存 在 一 个 非 负 整 数 s， 使 
得 u( 卫 ”)==f( 对 ), 令 5S 是 一 切 满 足 上 述 条 件 的 非 负 整数 所 成 的 
集 。，S 天 性， 因为 0E 8。 对 于 任意 sE S, 设 4(X? ) 一 大 各)， 
那么 

1 一 Daodeg(CL( 有)) 之 2 
所 以 


因此 S 有 上 界 ， 从 而 是 一 个 有 限 集 。 令 e 是 S 中 最 大 的 数 。 那 么 
存在 9C 了 对 )E 了 EX]， 使 得 

g( 了 )=g(? )， 
并 且 对 于 任意 非 负 整数 1>>e， 不 存在 2(X)E FL 了 1, 使 得 1 久 ) 
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二 0 和) 显然 ，9() 的 取 高 次 项 系数 下 1 。 我 们 证明，g( 针 》 
是 FL ] 中 可 分 的 不 可 约 多 项 式 。 如 于 
g(X)=g91. CX)9, CX), 
gi( XE FLXICi =1,2)， 则 
f(X)=9X? )=g1 (FX? 9 (Xr ). 
因为 f( 革 ) 不 可 约 ， 所 以 g1( 革 ?”) 与 9 了 X? ) 中 必 有 一 个 是 零 次 
多 项 式 ， 从 而 91 (于 ) 与 9.( 政 ) 中 必 有 一 个 是 零 次 多 项 式 ， 所 以 
9( 斥 /不 可 约 ， 
因为 1( 邯 ) 不 再 能 表示 成 上 的 下 ?"”” 的 多 项 式 ， 所 以 不 存 
在 (对 )€ FL 对 J] 使 得 9(XX)==h(XT?)。 由 2. 5. 2 ,gCX) 是 可 分 的 ， 
设 m= deg(9(X))。 则 二 pem，、 邻 9 是 的 一 个 代数 团 
包 。 在 介 [ 革 ] 内 ， 可 分 多 项 式 g( 寂 ) 分 解 成 m 个 两 两 互 案 的 一 次 
因 式 的 乘积 . 
g()=(K-BO(K-pP) XH -b,). 
pie (1 二 im)， 对 于 每 一 个 i ， 令 ao 是 多 项 式 和 7”- B 在 
只 内 的 一 个 根 。 那 么 在 号 [ 扎 ] 内 ， 
入 1 -Bi 一 六 0 -a =(X- a)?’, 
并 且 Qi 关 4;， 若 i 了 关 》。 于 是 在 如 [ 邓 3 内 ， 
f(X)=g(X? ) 一 (和 -pi)(K -pn) 
一 (及 一 QI)Deoee( 且 一 Cm)pe 
所 以 f( 耶 ) 在 日 中 恰 有 名 个 两 两 不 同 的 2 重 根 wa as，…， oa。 这 
个 事实 显然 不 依赖 于 代数 闲 包 外 的 选取 ， 
最 后 只 剩 下 证 明 ，9( 有 和 e 都 由 fC(X ) 唯 一 确定 。 如 果 有 可 
分 的 不 可 约 多 项 式 91( 蒜 )，g。( 世 ) 和 非 负 整数 e: ，es 使 得 ， 
f(X)=91 (CX?) =9 (Xr? ’) 
令 mi 二 deg(gi( 了 对 ))，i 二 1.2 ,而 只 是 下 的 一 个 代数 财 包 ， 那 么 
由 以 上 的 证 明 ， 在 名 [ 瑟 ] 内 有 
f(T)=g CX? =I-0)? li- Om)?"!. 
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= (XD 7P ， 
ai aw E 昌 两 两 不 同 ，01,…, 4 & 日 两 两 不 同 。 由 因 式 
分 解 的 唯一 性 得 出 mi 二 %。，P*!: 二 :2， 从 而 e1 二 e。， 并 且 适 当 
对 ai，…， Gm, 编号 ， 可 以 使 Qi=a%，1 志 ?过 = 二 mm,， 人 队 而 


gi1()=g,( 了 ). 
推论 2.5.4 在 定理 2. 5. 3 的 记号 和 假设 下 ，f( 了 六) 可 分 当 
且 仅 当 e= 0 。 


由 2. 5. 3 ， 当 char 有 =2> 0 时 ， 对 于 PL[ 匀 3] 中 每 一 个 不 可 
约 多 项 式 f( 对 )， 有 唯一 的 可 分 的 不 可 约 多 项 式 yg( 匀 ) 和 非 负 整 
数 e ， 使 得 fC 于 )=gCX”), 这 个 多 项 式 9( 瑟 ) 的 次 数 电 做 三 ) 
的 约 化 次 数 ， e 叫做 f( 节 ) 的 不 可 分 指数 ，2* 叫做 f( 邓 ) 的 不 可 
分 次 数 。 我 们 有 

deg(f( 革 )) = (不 可 分 次 数 ) x 〈 约 化 次 数 ) 。 

当 charf = 0 时 ,任何 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 和 的， 这 时 可 以 
认为 不 可 分 指数 是 0 而 不 可 分 次 数 是 1 ， 并 且 约 化 次 数 等 于 deg 
(f(X)), 

由 2. 5. 3 我 们 还 看 到 ， 当 char7=p> 0 时 。 FF[ 革 ] 中 不 可 
约 多 项 式 f( 子 ) 在 它 的 分 裂 域内 一 切 互 不 相同 的 根 的 个 数 等 于 
f( 革 ) 的 约 化 次 数 ， 如 果 f( 下 ) 在 它 的 分 裂 域 中 的 根 完 全 相 同 ， 
即 f( 夭 ) 的 约 化 次 数 等 于 1， 这 时 称 f(X) 是 纯 不 可 分 的 . 

纯 不 可 分 的 多 项 式 都 具有 号” -alaE 五 ) 的 形状 

习 如 

1. 设 1( 节 ) 是 域 了 上 一 个 次 不 可 约 多 项 式 , 且 charF 涉 ”。 
证 明 f( 对 ) 在 上 是 可 分 的 ，。 : 

2. 设 f(X) 是 域 f 上 一 个 最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 


式 ，degf() 之 2 如果 f( 革 ) 在 它 的 一 个 分 裂 域内 所 有 的 根 都 
相同 ， 则 char 丸 = 2 盖 0， 且 太 和 ) 一 王 P -a€F, n>]。 
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3。 设 丰 是 一 个 特征 为 2>0 的 域 。aE 太 但 eg 各 夯 ?一 (3210 
E}. 证明, 对 于 每 一 个 n 二 1， 革 ?" -4 是 也 上 不 可 约 多 项 式 . 


4.。 设 丸 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 ，f(X)= 马 aiX! 是 P 上 
一 个 可 分 多 项 式 ， 证明 ，g(X)= > afX! 也 是 忆 上 可 分 多 项 式 ， 


5. 设 下 ,是 7 个 元 素 的 素 域 ，t 是 玉 ,， 上 一 个 不 定 元 ，F = 
F,(t)。 证明 ， 多 项 式 立 ?- tt 是 上 一 个 纯 不 可 分 的 不 可 约 多 项 
式 。 

6. 设 不 是 一 个 特征 为 p>> 0 的 域 ，w 是 她 的 一 个 扩 域 中 
的 元 素 ，a? "=aE 但 or” 对 ， 证 明 ，X”-4 在 上 不 可 

7. 设 训 是 一 个 特征 为 二 0 的 域 ， 了 = 上 (El,is),t ,ti 是 
x 上 不 相关 不 定 元 。 证明，f()= 匀 *?+t 久 ?+ts 在 F 上 不 可 
约 。 求 (于 ) 的 约 化 次 数 和 不 可 分 指数 ， 


2.6 ” 共 圈 映射 的 个 数 


讽 卫 古 一 个 域 ，98 是 的 一 个 代数 闭 包 KK 是 扩张 8/F 的 
一 个 中 间 域 。 天 到 马 内 的 一 个 7- 同 态 单 射 叫 做 玉 到 昌 内 的 一 个 
让 - 共 轿 映射 ， 简 称 为 下 - 共 轿 。 设 0 : 及 一 日 是 一 个 了- 共 因 。 那 
么 0(K) 也 是 负 /F 的 一 个 中 间 域 ， 并 且 0(K) 与 是 F- 共 鸭 ， 

令 4 是 KK 到 日 内 的 一 切 F- 共 思 所 成 的 集 。 我 们 把 4 的 基数 

(天 的 了 - 共 罗 的 个 数 》 记 作 尺 K/F, 8). 

i 有 KK/F, 9) 不 依赖 于 代数 闭 包 旬 的 选 取 ， 事 实 上 ， 设 和 
9 ' 都 是 五 的 代数 闭 包 并 且 都 包含 那么 存在 了- 同 构 上 映射 
:>8'。 令 4 和 4' 分 别 是 到 如 内 的 F- 共 撤 入 到 日 ' 内 
的 妈 - 共 斩 所 成 的 集 。 对 于 任意 vE A4， 则 wo E€ 4'。 反 过 来 ， 对 
于 任意 cc < 4'， 则 w-1io0o' EE 4。 因此， 


4cEI 一 0 一 morrEC 1 
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是 4 到 4' 的 双 射 ， 从 而 5( 民 /也 有) = 41K/F, 8B')， 因 此 ， 对 于 
代数 扩张 外/ 米 说 ， 我 们 任意 取 定 了 的 一 个 包含 的 代数 有 闭 包 
给， 而 把 下 到 如 内 的 f- 共 辊 的 个 数 记 作 以 K/7?). 

定理 2.6.1 设 天 是 代数 扩张 亏 /下 的 一 个 中 间 域 。 那 么 

LL/F)=0CL/ROLCKR /TE)., 

证 ” 令 昌 是 工 的 一 个 代数 闭 包 。 因 为 L/F 是 代数 扩张 ， 昌 自 
然 也 是 和 的 代数 闭 包 。 令 {hij}icl 是 到 如 内 的 卫 - 共 绒 有 的 全 
体 ; {4sj ycy 是 工 到 日 内 的 KK- 共 圈 的 全 体 ， 对 于 任意 ?ET 和 
jEJ， 由 推论 2.2. 6 ，%; 可 以 开拓 为 如 的 一 个 - 自 同 构 和 ;1; 
可 以 开拓 为 8 的 一 个 严 - 自 同 构 必 .于 是 ws 是 如 的 一 个 妨 - 自 同 
构 。 对 于 (i,7))ETxJ， 令 2 表示 4 si 在 一 上 的 限制 。 那 么 
21; 是 二 到 如 内 的 一 个 尺 - 共 罗 。 因 此 ， 我 们 只 需 证 明 以 下 两 点 : 

上 ACD 

2” 设 92 : LI 是 工 和 到 日 内 的 一 个 了 - 共 统 。 那么 存在 (1, 9》 
ETxJy， 使 得 Pij = 9、 

先 证 1"。 和 如 果 9 4 二 9r1。 那 么 对 于 任意 aEKSCL, 莉 有 
pis(a) 二 Pri()。 由 于 GEK， 所 以 

pis (OH) =A M0 = Nh) = A (0). 
Poi(o)=A MG) =A (0) = A (a). 
因此 h(a)=4i(a)。 这 样 就 有 和 i 二 hn， 从 而 $=， 
设 B EL。 我 们 有 
MRPB)) = NA (B= = Ps (Bp) 
= PppB) = MB)) = (Bp)). 
我 们 已 经 证 明了 ，i==£, 又 因为 和 是 单 射 , 所 以 0 = p41(p)， 
因此 如 =AW1， 从 而 }=L， 这 就 证 明了 
Pij = P41—> (i, 7)) = (k, 1). 

再 证 2° 成 立 。 设 9 : 也 一 只 是 二 到 四 内 一 个 下- 共 斩 。 令 

多 =2rk， 则 多 是 天 到 只 内 一 个 有 - 共 力 .于 是 有 :;E7 使 得 


44 


- rll 
EP ee ie re 一 


= hi, 对 于 任意 wE 天 来 说 ， 

Pla)=P (9)=Ai(a) = A (qa). 
所 以 各 (PP(0))= 二 a， 肥 47!o9 是 工 到 日 内 一 个 亡 - 共 圈 , 于 是 有 
JEJ， 使 得 和 -1o9 二 Ly。 这 样 ，P= 二 机 oj; 是 oo45 在 5 上 的 
限制 9;1;。 定 理 被 证 有 明 . 

定理 2.6.2 设 玉 = 有 Ca) 是 域 了 的 一 个 单 代 数 扩 域 ，2P( 关 ) 

是 0 在 上 的 最 小 多 项 式 ， 那 么 

《K/F) 一 了 (X) 的 约 化 次 数 ， 

证 令 旬 是 KK 的 一 个 代数 闭 包 。 设 mw 是 2 和 X) 的 约 化 次 数 。 
那么 p( 苹 ) 在 如 内 有 m 个 刁 不 相同 的 根 Q1，…, Gn， 其 中 4=al，。 
由 2.2. 7 ， 存 在 日 的 fF- 自 同 构 @; 使 得 os(a) 三 2，1 委 ;< 委 了 。 
令 2; 是 oi 在 到 上 的 限制 。 则 2; 是 玫 到 如 内 的 - 共 辑 。 当 537 
了 时，92;(a) = 0 天 07y==0(0)， 所 以 2 天 2021。 这 样 ，D own 
是 到 日 内 的 互 不 相同 的 了 - 共 久 ， 所 以 mm 夺 尺 及/ 了 玉 )， 

设 p 是 了 到 如 内 的 一 个 f- 共 罗 。 令 0 = 二 9(g)EB。 则 
Pia)=p(P(0)) = Pp(G)) =0, 所 以 Qa' 等 于 森 一 个 Qi1= 9i(9)， 
1 过 jm。 对 于 这 个 i， 令 

K'={BIpEK; (Pp)= 9:(p)). 
易 证 K' 是 玉 的 一 个 子 域 且 K ' 汪 FF, KK' 0. 所 以 K' 汪 F(a)= kK,， 
从 而 KK' = 天 。 因 此 P99= 9;。 这 就 证 明了 兴 K/F) 寺 mm。 | 

注意 到 一 个 不 可 约 多 项 式 7( 卫 ) 是 可 分 的 当 且 仅 当 它 的 约 化 
次 数 等 于 2(X) 的 次 数 ， 我 们 立即 得 到 以 下 

推论 2.6.4 记号 同 2. 6. 2 。 那 么 

7( 革 ) 可 分 寺 > 1(K/F)=[K :Fj, | 

定理 2.6.4 设 K 是 域 下 的 一 个 有 限 次 扩 域 。 那 么 

KEK/F)SLK : FJ. 

证 因为 LK : Fj] 二 oo， 所 以 K 是 由 上 有 限 个 代数 元 生成 

的 域 。 设 : 
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K=F(Q yw 0n), GiEK, liSRn, 
令 Fo=F， Fi 二 了 1(0i) 二 FG Qi1)， 1 之 % 世 nn， 我 们 得 
到 一 个 扩 域 序列 
F=F0CF Cw"“CCP, = Kk. 
每 一 个 Fi 是 前 一 个 域 ,_,) 的 单 代 数 扩 域 。 于 是 由 2. 6. 1 和 2. 6. 
2 ,我 们 有 


i(K/F)= {TiCFi/Fi SE [TCF :Fi1I=[K :FP]. 
i=1 i==1 


习 通 
1.。 令 Q 表 示 有 理 数 域 Q 在 C 内 的 代数 闲 包 〈 即 一 切 代数 数 


所 成 的 数 域 ) 。 找 出 域 玉 到 Q@ 内 的 所 有 QQ@- 同 构 ， 其 中 
(i) KkK=Q(3/3); (Ui) K=Q(e’s), 


2.7 可 分 扩 域 和 不 可 分 扩 域 


设 下 是 域 户 的 一 个 扩 域 ，% EK 是 FF 上 一 个 代数 元 如果 
在 上 的 最 小 多 项 式 是 可 分 的 ， 那 么 就 称 4 是 FF 上 一 个 可 分 元 
素 。 类 似 地 ， 如 果 a 在 上 的 最 小 多 项 式 是 不 可 分 或 者 是 纯 不 可 
分 的 ， 那 么 相应 地 就 称 wa 是 尺 上 不 可 分 或 纯 不 可 分 元 素 。 

根据 这 个 定 个 定义 ， 特 征 为 零 的 域 上 每 一 个 代数 元 都 是 可 
分 的 。 我 们 看 一 看 ， 当 域 f 的 特征 是 一 个 素数 了 了 时， 上 的 元 素 
在 什么 时 候 可 分 。 

定理 2.7.1 设 是 一 个 特征 为 了 >> 0 的 域 ， 玉 是 不 的 一 个 
扩 域 ，aE 天 是 下 上 一 个 代数 元 。 令 e 是 4 在 丸 寺 最 小 多 项 式 的 
不 可 分 指数 。 则 a” 是 上 可 分 元 素 . 

证 设 ?(X) 是 4 在 f 上 的 最 小 多 项 式 .。 由 定理 2. 5. 3 ,存在 
一 个 可 分 的 不 可 约 多 项 式 9y( 了 X) EF[ 环 ], 使 得 p(X)= 二 g(X”)， 
g(a ) 二 f(a) = 0。 所 以 9( 及 ) 是 a” 在 上 的 最 小 多 项 式 ， 因 
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而 a” 是 上 可 分 元 素 ， | 
定理 2.7.2 设 四 是 域 扩张 玉 / 的 一 个 中 间 域 ，aE KK 是 FF 
上 的 代数 元 。 如 果 9 在 上 可 分 ， 那 么 6 也 在 畏 上 可 分 ， 

证 令 a 在 Ff 上 和 加 上 的 最 小 多 项 式 分 别 是 f( 久 ) 和 g (XX)。 
在 召 [ 苹 ] 内 ，、g (对 ) |f (了)。 因 为 1 (XX) 没有 重 根 ， 所 以 9( 并 ) 
也 没有 重 根 ， 从 而 9( 革 ) 是 上 可 分 多 项 式 ，G 是 如 上 可 分 元 
素 . BE 

定理 2.7.5 设 K 是 特征 为 ?> 0 的 域 下 上 一 个 扩 域 ，GE 慌 
是 上 一 个 代数 元 。 2 在 不 上 可 分 必要 且 只 要 对 于 任意 非 负 整数 
n， 都 有 

F(a)=F (a?"). 

证 设 o 在 FF 上 可 分 。 令 f(X) 是 a 在 F(a?) 上 的 最 小 多 项 
式 . 由 2.7. 2,f( 了 对) 是 F(a?) 上 可 分 多 项 式 ， 所 以 没有 午 根 。 胃 一 
方面 , 4 是 F(a?) 上 多 项 式 耳 ? - a? 的 根 。 所 以 在 F(o?)[X J] 内， 
f(X) 整 除了 ?a?, 这样 ， 必 须 f(X)=-a, 从 而 a€ F(a?)。 
于 是 就 得 到 

Fla)=F(a?)= FLo?l]l. 
因此 @ 可 以 表 成 ao? 的 系数 属于 了 的 多 项 式 : 
0 = Si Geart? Cr EC 六 
两 边 举 了 次 方 得 
wP = 二 aa Fla?]=F(a?'). 
所 以 F(a?) = 二 了 F(a”*)。 同 样 的 推理 ， 我 们 有 
F(a)=F(a?)= F(a )==F(a? ") 一 ，。 
现在 设 a 在 不 上 不 可 分 。、 令 2( 和 ) 是 0 在 上 最 小 多 项 式 。 
那么 存在 9g() EF[ 了], 使 得 p(X) 一 g( 对 ?7)。 所 以 g(a?)=0、 
于 和 是 
[Flar) : F<deg(g(X))<deg(p(X))=[LF (0a) : FJ. 
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因而 f(a?) 所 F(a). 上 

定理 2.7.4 设 天 是 特征 为 ?> 0 的 域 了 的 一 个 代数 扩 域 ， 
人 是 KK 的 一 代数 闭 包 。 对 于 下 的 元 素 4 来 说 ， 下 列 三 个 条 件 是 等 
价 的 : | 

(i) Ga 是 上 的 纯 不 可 分 元 素 ; 

(ii) ”存在 一 个 整数 e 宇 0， 使 得 a? E FF; 

(iii) 对 于 玉 到 号 内 的 任意 一 个 不 - 共 斩 2 来 说 ， 都 有 (9) 
一 oa 

证 (ii) 一 > (ii) G4 在 上 是 纯 不 可 分 的 , 所 以 4 在 天上 其 
小 多 项 式 有 形状 了 ?”- 4，aE F，e 之 0 。 从 而 cz =aE， 

(ii) 一 > (iii) ” 设 存在 整数 e 宇 0 使 得 a? =a€E 了 , 令 9 是 
玉 到 日 内 的 一 个 了 - 共 力 映射 。 则 PCa? “)=9(a)=4= a” .于 是 

(Pa) -9a)?7*=P(a7) -ar= (0. 
所 以 9 (a)=a. 

(iii) 一 >(i) 由 2.2.6，F(g)( 己 K) 到 日 内 的 任意 一 个 PF- 
共 罗 9 可 以 开拓 为 旭 的 一个- 自 同 构 %。 |z 是 到 日 内 的 一 
个 - 共 轿 。 因 为 a€E KK, 所 以 9 (4) =9 (C0) =a。 所 以 9 是 (9) 到 
自身 的 恒 等 自 同 构 ， 因 而 必 F(0)/F)= 1。 由 2.6.2， 4 在 F 
上 的 最 小 多 项 式 P(X) 的 约 化 次 数 等 于 1， 从 而 ?(X) 是 FF 上 一 
个 纯 不 可 分 多 项 式 ，G4 是 FF 上 一 个 纯 不 可 分 元 素 。 | 

现在 我 们 引入 可 分 扩 域 和 不 可 分 扩 域 的 概念 ， 

设 K 是 域 记 的 一 个 代数 扩 域 。 如 果 玉 的 每 一 个 元 素 都 是 上 
可 分 元 素 ， 那 么 就 称 玉 是 下 的 一 个 可 分 扩 域 。 在 相反 的 情形 ， 即 
开 中 至 少 存在 下 上 一 个 不 可 分 元 素 ， 就 称 玉 是 下 上 一 个 不 可 分 扩 
域 . 

当 charF= 0 时， 万 的 任何 代数 扩 域 都 是 上 可 分 扩 域 。， 当 
charF==p> 0 时 ， 也 存在 F 上 可 分 扩 域 ， 因 为 我 们 有 

定理 2.7.5 有 限 域 的 代数 扩 域 是 可 分 的 。 
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证 设 f 是 一 个 有 限 域 ，K 是 的 一 个 代数 扩 域 。 设 aEK 
则 到 (Ca) 是 到 的 一 个 有 限 次 扩 域 ， 因 而 也 是 一 个 有 限 域 ， 设 上 《2) 
二 下,。 那 么 4 是 可 分 多 项 式 了 ?~- 对 EF[X] 的 根 。 因 此 ， 作 为 
了 ?天 的 一 个 因 式 ，4 在 上 的 最 小 多 项 式 也 是 可 分 的 。 从 而 
2 是 中 上 上 可 分 元 素 。 有 

让 我 们 大 一 个 不 可 分 扩 域 的 例子 ， 

例 设 是 一 个 特征 为 > 0 的 域 ，t 是 上 一 个 不 定 元 。 
令 Fk(t)。 设 R 是 一 个 正 整 数 且 22， 多 项 式 (XX)= 二 人 " 
- tEF[X] 是 不 可 约 的 .实事 上 , t 是 环 碟 纪 的 一 个 不 可 约 元 素 ， 
由 了 isenstein 判断 法 ，f (对 ) 不 能 分 解 成 为 系数 在 £1] 内 的 
两 个 次 数 都 低 于 7 的 多 项 式 的 积 。 因 而 在 让 幻 的 商 域 Ff=%(t) 上 
不 可 约 , 又 因为 1f'( 卫 ) 二 nn 对"*-! = 0, 所 以 (对 ) 是 上 不 可 分 的 
多 项 式 。 令 昌 是 也 的 一 个 代数 闭 包 ，a € 8 是 f(X) 的 一 个 根 ， 
由 于 a 在 Ff 上 最 小 多 项 式 f( 对 ) 不 可 分 ， 所 以 4 二 山 + 是 上 不 
可 分 元 娄 ， 因 而 = 了 (0) 是 下 的 一 个 7 次 不 可 分 扩 域 。 

定理 2.7.6 设 K 是 域 f 的 一 个 扩 域 ,对 于 来 说 ， 下 列 二 
个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) Kk 是 了 的 有 限 次 可 分 扩 域 ， 

(ii) 友 二 (al,"…, Ga)， 每 一 个 a: EK 都 是 FF 上 可 分 元 
素 ， 2 一 ] ,°°**,n; 

(jii) w(K/F)=[K : Fi<%., 

证 〈i) 一 >(ii) KK 是 的 有 限 次 扩 域 ， 于 是 由 2.1.2， 
= 了 (G1,…, 4n)， 每 一 个 都 是 上 代数 元 ， 又 因为 K 是 FF 上 可 
分 扩 域 ， 所 以 每 一 个 Qi( 1 二 i 声 ?) 都 是 上 可 分 元 素 。 

(ii) ==> (iii) 玉 = 二 了 (Gi, 恒 ;, Gn)， 每 一 个 G1 都 是 上 可 分 
元 素 。 仍 由 2.1.2,[K : Fj 之 oo0. 令 Fo=F,Fi= F(A ,01), 
i 二 1 "1, 我 们 有 以 下 的 扩 域 序列 : 

F=FoCF CEC" CF.=K, Fi=F-(0), I Si<n, 
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由 2.7. 2 ， 每 一 个 a; 都 是 ,1 上 的 可 分 元 素 。 再 由 2. 6. 3， 
AF/F =F,: Fij, 1 IE, 
于 是 由 2.6.1， 


oCEK/F) = CR/Fi)= [EEFi: FiLid=LK: PF]. 
(iii =>0) 我 们 只 需 证 明 ， 下 的 每 一 个 元 素 都 是 上 可 
分 元 素 。 设 CE 天。 由 2.6. 4， 
F(a)/F)ELIF(G) : Fl,iK/F(a))EIK : F(a)]. 
这 样 一 来 就 有 
[LK : FJ]=(K/F)=(K/F(O)) F(a)/F) 
<LK: Fla)F(a) : F]=[LK :FF]. 
因此 必须 iF(9)/F)=[F(Q) ; Ff] (同时 也 有 s(K/F(a))= 
[LK : F(a)])。 由 2.6. 3，4 是 f 上 可 分 元 素 . 
推论 2.7,7 设 K=F(S)，S 导 KK 是 由 域 上 一 些 可 分 元 素 
所 组 成 的 集 。 则 天 是 下 的 可 分 扩 域 。 
证 由 2.1. 3， 可 以 归结 为 是 有 限 集 的 情形 ， 而 后 一 情形 正 


是 定理 2.7. 6， | 
定理 2.7.8 设 玉 是 域 有 的 一 个 代数 扩 域 ， 召 是 扩张 开 / 思 的 
一 个 中 间 域 ， 
K/F 可 分 二 >K/B 和 /FF 都 可 分 。 


证 设 KK/F 可 分 ， 由 2.7. 2 推出 K/BB 可 分 ; 又 CK， 所 以 
加 /了 上 自然 可 分 。 
反之 ， 设 a€E K。 令 
9(X)= XX" + XX" + 人 GE。 
是 4 在 召 上 的 最 小 多 项 式 。 那 么 9( 和 ) 是 上 可 分 多 项 式 。 又 根 
据 假 设 和 2.7.6， 丸 "= 及 (OPC 及 是 下 的 有 限 次 可 分 扩 
域 ， 所 以 
i(B'/F)=IE' : F<o, 
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荔 一 方面 ，9( 革 ) 是 召 '[ 了 对 J 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 所 以 9g( 耻 ) 也 
是 在 Bz" 上 的 最 小 多 项 式 ，、 于 是 由 2. 6. 3， 
CE’'(o)/E')=[LE’'(a) : E'], 
于 起 束 有 
5 (有 (G/F)=0(B' (a)/B')B'/F)=[LE' (QQ) : BE'JLB' : F] 
=[E' (a) : F<o0, 

所 以 五 (a) = 二 了 (p11,…,pm,9) 是 F 的 一 个 有 限 次 可 分 扩 域 ， 从 而 
a 是 五 上 可 分 元 素 。 这 就 证 明了 K/F 是 可 分 扩张 。 | 

定理 2.7.9 设 玉 是 域 正 的 一 个 代数 扩 域 。 令 8 是 天 中 在 
上 可 分 元 素 的 全 体 。 则 FSSS， 并 且 5S 是 KK 的 一 个 在 f 上 可 分 
的 子 域 . 

证 ”对 于 了 的 任意 元 素 4 ，4 在 Ff 上 的 最 小 多 项 式 卫 -a 自 
然 是 上 可 分 多 项 式 ， 所 以 FS， 

设 0,pES。 由 2.7.6， F(a,pB) 是 的 可 分 扩 域 ， 所 以 wa - 
~ b,a6 都 是 FF 上 可 分 元 素 , 从 而 属于 S， 如 果 pB 关 0, 则 p71€s， 
所 以 SS 是 到 的 一 个 子 域 。 8 自然 是 下 的 可 分 扩 域 。 攻 

设 天 是 域 不 的 一 个 代数 扩 域 。 由 天 中 一 切 在 尺 上 可 分 元 素 所 
组 成 的 子 域 5S 间 做 不 在 关内 的 可 分 闭 包 。S 显然 是 KK 的 一 切 在 FF 
上 可 分 的 子 域 中 最 大 者 ， 

域 记 在 的 一 个 代数 闭 包 内 的 可 分 闭 包 简 称 作 了 的 可 分 闭 包 ， 

显然 ， 域 天 的 一 个 代数 扩 域 下 是 可 分 的 充 要 条 件 是 在 大 内 
的 可 分 闲 包 与 重合 ， 


习 题 
1. 设 是 一 个 特征 为 ?>> 0 的 域 ，K 是 了 的 一 个 有 限 次 扩 
域 有 生 jp 直 LK : fF]。 证明， 是 FF 的 可 分 扩 域 ， 


2. 设 有 是 一 个 特征 为 ?二 0 的 域 ，K 一 了 F(a,B), 这 里 a 是 
上 次 可 分 元 素 而 PP 是 F 上 了 次 不 可 分 元 素 。 求 [LK : ff]。 
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3. 设 f 是 一 个 特征 为 ? 汪 0 的 域 .多项式 f (XX)EF[LX] 
吊 做 一 个 卫 - 多项式， 如 果 f( 革 ) 具 有 形状 及 ?+al 六 ?e+ 
4n 及 。 证 明 ， 一 个 2 多 项 式 的 根 组 成 其 分 裂 域 的 加 法 群 的 一 个 
有 限 子 群 , 且 每 一 个 根 都 有 相同 的 重 数 2 ， e 是 一 个 非 负 整 数 ， 

4.” 设 是 一 个 特征 为 了 汪 0 的 域 ，4E€ 证明: 

(i) ff( 驻 )= 卫 ?- 对 -a 没有 重 根 ; 

(ii) f( 匀 ) 在 FL] 中 不 可 约 必 要 且 只 要 对 于 任 何 CE 来 
说 ，4a 关 Cc? - c。 

5. 设 K 是 域 的 一 个 扩 域 ，a,PEK， 其 中 G 是 FF 上 一 个 
可 分 元 束 而 hb 是 FF 上 一 个 纯 不 可 分 元 素 。 证 明 , 了 (a,p)==F(at 
+ Pp), 如 果 apB 关 0, 则 F(a,B)=Fla+pP)= F(ap). 

6.。 设 K 是 域 F 的 一 个 代数 扩 域 ，K'i 是 玉 中 一 切 在 F 上 纯 
不 可 分 的 元 素 所 成 的 集 。 证明，K; 是 K/F 的 一 个 中 间 域 。 

1. 设 天 ,也 都 是 域 扩 张 愉 7/ 的 中 间 域 ， 证 明 ， 

(i) 如果 KK/ 了 是 可 分 扩张 ， 则 KL/L 是 可 分 扩张 

(ii) ”如 坟 K/F，L/F 都 是 可 分 扩张 ， 则 KL/F 也 是 可 分 扩 
缴 。 

8. ” 设 K 是 域 了 的 一 个 可 分 扩 域 ， 昌 是 KK 的 一 个 代数 闲 包 、， 
证 明 ， 对 于 下 的 元 素 9 来 说 ， 以 下 两 条 件 是 等 价 的 : 

(i) aEF; (ii) 对 于 下 到 8 内 的 任意 了 了 - 同 构 0 来 说 ， 痢 
有 0(9)=a. 

9. 设 K 古 域 了 的 一 个 代数 扩 域 ，charF = 二 p> 0 .证 明 ， 

(i) ”如 果 KK 是 FF 上 可 分 扩 域 ， 则 对 于 任意 正 整数 e 来 说 ， 
都 有 KK 二 PKR?"; 

(ii) 如果 [K : fF]<o0， 且 KK 二 FFK?， 则 K 是 上 可 分 扩 
域 ， 
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2.8 纯 不 可 分 扩 域 ”可 分 次 数 和 不 可 分 次 数 


没 天 是 域 下 的 一 个 代数 扩 域 。 如 果 下 在 玉 内 的 可 分 闭 包 与 刺 
重合 ， 那 么 就 称 玉 是 怒 的 一 个 纯 不 可 分 扩 域 。 相 应 地 ， 称 迫 / 邓 是 
一 个 纯 不 可 分 扩张 。 这 个 条 件 相 当 于 说 ，K\F 的 每 一 个 元 素 都 
是 FF 上 的 不 可 分 元 素 。 

定理 2.8.1 设 有 十 域 的 一 个 代数 扩 域 ，S 是 在 下 内 的 
可 分 团 包 。 那 么 K 是 5 上 纯 不 可 分 扩 域 。 

证 令 S 是 5 在 K 内 的 可 分 闭 包 ， 则 5' 是 5 的 一 个 可 分 扩 
域 ， 又 3 是 下 的 可 分 扩 域 ,所 以 &S 是 尺 的 可 分 扩 域 ,从 而 SSS。 
这 样 ，&S = 5S， 即 K 是 5 的 纯 不 可 分 扩 域 。 用 

根据 纯 不 可 分 域 扩 张 的 定义 ， 与 定理 2.7. 4 完全 平行 ， 我 们 
有 

定理 2.8.2 设 F 是 一 个 特征 为 p>> 0 的 域 ,， 对 于 的 一 个 
代数 扩 域 六 来 说 ， 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 :， 

(i》 KK 是 FF 的 纯 不 可 分 扩 域 ， 

(ii ) ”对 于 任意 % EK， 存在 整数 e 宇 0 ,使 得 Ga? EFF， 

(iii) w(K/F)= 1, 

推论 2.8.5 设 加 是 代数 域 扩 张 六/ 的 一 个 中 间 域 ，K/F 
是 纯 不 可 分 扩张 必要 且 只 要 K/BB 和 /FF 都 是 纯 不 可 分 扩张 。 

证 因为 KK/F)=(K/BE)WB/F), 所 以 ,w(K/F)= 1 
必要 且 只 要 ( 开 / 尼 ) =! (有 /及 ) = 1。 于 是 由 2. 8. 2 就 得 到 这 个 
推论 . 1 

推论 2.8.4 设 F 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 ，K 是 的 一 个 
有 限 次 纯 不 可 分 扩 域 。 则 

(i) [LK :Fj 二 2:，f 是 一 个 非 负 整数 

(ii) 存在 整数 e 之 0 ， 使 得 

K?°={a?r°|a€Ek) 
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是 下 的 一 个 子 域 . 
证 因为 有 K 是 玉 的 有 限 次 扩 域 ， 所 以 存在 上 代数 元 41,*…*， 
QnSK， 使 得 
K=F(aG,,*,0n), 


因为 下 是 下 的 纯 不 可 分 扩 域 ， 由 2. 8. 2 ， 对 于 每 一 个 4:， 存 在 整 
数 e; 之 0 9 使 得 a2 = iE FE, 所 以 q;: 是 多 项 式 fi1( 久 ) 一 2 一 (01 


E FL 及] 的 根 。 令 Fo 二 Ff，Fi= 二 Fai 01) = 二 Fi_1(04)。 那 么 
qi 在 Fi-! 上 的 最 小 多 项 式 91: (了 邓 ) 整 除 fi(XX)， 所 以 [Fes Fi]= 
deg (gi( 耳 )) 也 是 了 的 一 个 守 。 于 是 


[天 :FJ]=| [Cr;: F.,]=27,. 


这 就 证 明了 (i) 成立。 
(ii 对 于 任意 整数 e 宇 0， KEQrm>Qar EK 是 玉 到 太 内 
的 一 个 同 态 单 射 ， 所 以 
K?"={ar" |a€ Kk) 


是 下 的 一 个 子 域 。 我 们 证 明 、 对 于 足够 大 的 e ，、 将 有 羡 二 5 。 
用 证 明 (i) 时 所 引入 的 记号 ， 我 们 有 扩 域 序列 


F=FoCF CF 一下， 


Fi 二 Pt-1 (qs) .我 们 证 明 ， 对 于 每 个 i ，1 达 <<n, 存 在 et 之 0， 
使 得 2 “CGF.:。 如果 这 一 事实 被 证 明 ， 那么 取 e=ei +es + 
+ + en， 则 及?*S， 因 此 ， 问 题 就 归结 为 证 明 以 下 论断 : 
设 = 了 (a)，a 是 玉 上 一 个 纯 不 可 分 元 素 。 那 么 存 在 整数 
e 之 0， 使 得 K?* 刁 了. 
为 了 证 明 这 个 论断 ,我 们 注意 到 , 由 2. 8. 2， 存 在 整数 e> 0， 
使 得 a?*=a€ 了 。KK 二 了 (a) 的 任意 元 素 》 总 可 以 表示 成 


y 一 > dirF.,. 
于 是 
”一己 oo )'= Da a'ER. 
所 以 K?* 和 EP, 

在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 3 引入 可 分 次 数 和 不 可 分 次 数 的 概念 。 

设 玉 是 域 记 的 一 个 代数 扩 域 ，S 是 下 在 天 内 的 可 分 闭 包 5 
在 上 的 次 数 ES : Fj 叫做 在 上 的 可 分 次 数 ; 天 在 8 上 的 次 
数 [ 玉 :SS] 岂 做 太 在 目的 不 可 分 次 数 . 

我 们 分 别 用 [天 : FJ] 和 \LK : Fj]: 来 表示 KK 在 FR. 上 的 的 可 分 
次 数 和 不 可 分 次 数 ， 因 此 ， 当 [EK : 四 <c 时 ， 我 们 有 

[EK :FJ=CK: PltK :Fh. 
并 且 有 
K/FH 人 分 <>LK : Fj]=[LEK :FF]s。 

令 昌 是 KK 的 一 个 代数 闲 包 ,我 们 知道 ， 当 [K : fj 之 2 有 时， 
到 如 内 的 了 - 共 轿 的 个 数 CK/F) 小 于 或 等 于 域 次 数 [LK : FF] 
(2. 6. 4 )。 下面 的 定理 明说 ;(K/F) 与 可 分 次 数 [LK : FJ 的 关 
系 。 

定理 2.8.5 设 K 是 域 f 的 一 个 有 限 次 扩 域 。 那么 

KE/F)=LK :Fs, 
证 邻 S 是 F 在 K 太 内 的 可 分 团 包 ， 则 K 是 5 的 纯 不 可 分 扩 
域 ， 由 2. 8. 2 ， 光 (KK/S)== 1 ,所 以 
(KEK/FR)=1(K/SY) S/F) = 018/F). 
另 一 方面 ，S 是 的 有 限 次 可 分 扩 域 ， 由 2.7. 6， 
[KK :Fls=t(S/F). 
因此 。 沁 K/F)=[K : Fl. 
定理 2.8.6 设 玉 是 域 正 的 一 个 有 限 次 扩 域 ,如 是 K/F 的 
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一 个 中 间 域 。 那 么 
[LK :Fs=[LK : EJsLE: 不]s; 
[kK :Fli=[kK : EjLE :FH]:. 
证 ”由 2. 8. 5， 我 们 有 
[CK : Fls=i(K/F)=i(K/B)(E/F) 
=[K :EjLEh: Fjs. 
然而 [LK : Ff] 二 [LK : J]L[E : fF]。 由 此 得 出 
[EK :Fl=LK :BEBE: Fl, a 
过 题 
1. 写 出 定理 2. 8. 2 的 证 明 ， 
2. 设 K 是 域 f 的 一 个 扩 域 ，S 是 在 K 内 的 可 分 闭 包 ，P 
是 上 内 一 切 在 Ff 上 纯 不 可 分 元 素 所 成 的 集 ， 吾 是 K/F 的 一 个 中 
间 域 。 证 有 明 : 
(i) 于 在 如 上 是 纯 不 可 分 的 拓 > SCE; 
(ii ) ”如 果 下 在 上 是 可 分 的 ， 则 PCE; 
riii) ”如果 EB 门 S=Ff， 则 BECP. 
3. 设 不 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 ，4 是 尺 上 一 个 代数 元 ， 
企 明 ， 如 果 F (qa) 在 Ff 上 是 纯 不 可 分 的 。 则 [F(a) :Fj=2*，@ 
是 一 个 正 整 数 ， 
4. 设 K = 二 下 ,( 卫 ,了 ) 是 了 元 素 域 ,上 不 相关 不 定 元 了 ,YY 
的 有 理 分 式 域 ， 令 =,(X?, 了 ? -了 )。 证 明 ,， [LK :Fj]=9?. 
确定 望 在 K 内 的 可 分 团 包 5, 并 且 求 出 CLK : Fj 有 RLK s Fj。 
5. 设 K=F,( 了 ,了 ) 是 Fp 上 不 相关 不 定 元 了 ,了 的 有 理 分 
式 域 ， 丸 = 下 (和 2 -和 ， YY? -了 )。 证 朋 ， 
(i) Kk 是 的 2? 次 可 分 扩 域 ; 
(ii) KK 中 在 f 上 纯 不 可 分 的 元 素 都 在 天内 。 
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2.9 完备 域 


我 们 已 经 对 于 可 分 扩 域 和 不 可 分 扩 域 的 性 质 作 了 一 些 讨 论 . 
现在 提出 这 样 的 问题 ， 给 了 一 个 域 ， 在 什么 的 条 件 下 ，F 的 每 
一 个 代 扩 域 都 是 可 分 的 ? 当 charF= 0 时 ， 这 是 不 成 为 问题 的 ， 
因为 特征 为 0 的 域 的 任何 代数 扩 成 总 是 可 分 的 。 问题 主要 出 在 
charF=7> 0 的 情形 。 光 给 出 以 下 定义 ， 

一 个 域 下 说 是 完备 的 , 如 果 五 的 每 一 个 代数 扩 域 都 是 可 分 的 ， 
这 相当 于 说 ，7[ 也 ] 的 每 一 个 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 。 事实 
土 ， 如 果 F[L 半 J 的 每 一 个 不 可 约 多 项 式 都 可 分 ， 那 么 请 上 每 一 个 
代数 元 在 上 的 最 小 多 项 式 是 可 分 的 ， 因 而 4 是 上 可 分 元 素 。 
反之 ， 设 f( 革 ) 是 FL 下] 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 令 a 是 f( 生 ) 的 一 
个 根 (在 FF 的 某 一 代数 闭 包 内 ) 。 那么 在 上 的 最 小 多 项 式 
7( 亿 ) 是 可 分 的 ， 而 (XX) 与 P(X) 至 多 相差 下 中 一 个 非 零 常数 因 
子 ， 所 以 及 ) 也 是 可 分 的 。 

由 这 个 定义 ， 注 意 到 2.7. 5， 我 们 立即 得 到 

定理 2.9.1 (i ) 特 征 为 0 的 域 是 完备 域 。 

(ii) 有限 域 是 完备 域 。 上 
定理 2.9.2 完备 域 的 代数 扩 域 还 是 完备 域 ， 

证 设 丰 是 完备 域 了 的 一 个 代数 扩 域 ， 令 工 是 玉 的 任意 一 个 
代数 扩 域 。 工 也 是 的 代数 扩 域 ， 所 以 工 是 五 的 可 分 扩 域 ， 再 由 
2. 7. 8， 工 是 玉 的 可 分 扩 域 ， 所 以 KX 是 完备 的 。 

现在 设 F 是 一 个 域 ，char7=2>> 0， 令 昌 是 户 的 一 个 代数 
闭 包 。 对 于 任意 非 负 整数 ?定义 

F?’'={2z? |rEF); 
F? "={a|la€E DB,0°? EF)}. 
容易 验证 ，F? 和 FF? 都 是 如 的 子 域 ， 并 且 有 
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i . 


约定 
Fr? ”一 (J Fr ， 


则 F? ”也 是 虽 的 一 个 子 域 ， 

定理 2.9.5 ” 设 刀 是 一 个 域 ，char 三 g>> 0。 对 于 来 
说 ， 下 列 五 个 条 件 等 价 : 

(i) 是 完备 域 ; 

(ii ) FL] 的 每 一 个 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 ; 

(iii) Fr? “=p; 

(iv) Fr =F; 


(V) FrF?=F, 
证 ” (i) 和 (ii) 显 然 等 价 。 我 们 只 证 条 件 (i), (iii), (iv), (VvV) 
的 等 价 性 。 


(i) 一 >(iii) 如 果 Fr?“ 邓 F， 那 么 存在 整数 ? 汪 0， 使 得 
有 aE Fr “但 a 人马 F, 而 of EF。 所 以 4 是 上 纯 不 可 分 元 素 (2. 
7. 4 ) 。 于 是 太 的 代数 扩 域 尺 (a) 是 不 的 一 个 不 可 分 扩 域 。 

(iii) 一 >(iv) FEF? >FEF? . 

(iV) 一 >(Vv) FF? = 了 <> 对 于 任意 4E€ 了 『， 都 有 bE 了 了 . 
使 得 4=0?7EF?<—>F?=F. 

(V) 一 >(i) ”如果 记 不 是 完备 域 ， 那 么 存在 a€ 给 ，a 在 FF 
上 不 可 分 。 令 1 (了 )E F[ 匀 J 是 4 在 Ff. 上 的 最 小 多 项 式 ， 则 f(X》 
不 可 分 。 于 是 存在 9( 对 ) E F[ 叉 ] 使 得 f (对 ) 二 g( 于 ?)。 令 


1( 习 ) = > biX!, bEF. 
=0 


因为 F? = 五， 所 以 每 一 个 系数 都 可 以 写成 2=4 的 形式 ，a EF 
(Oi 万 m)。 于 是 


f(X)=9( X= ShiXi? 
t= 0 
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一 Sn ao 和 ip 一 (= ui 
i=1 


t=0 

这 与 了 (外) 的 不 可 约 性 相 违 ， | | 
推论 2,9.4 设 不 是 一 个 特征 为 和 > 0 的 域 。 则 有 2z 是 完备 

域 ， 


co 


证 设 a€ Fr“。 那 么 存在 一 个 整数 ?二 -0 使 得 QE F? 。 
令 是 多 项 式 X? -a 的 一 个 根 (在 Ff? ”的 菜 一 代数 闭 包 内 )。 则 


i 中 1 } 


BEF? Crr ,HB?=a. 
所 以 
(F? )?=F? 
由 2. 9. 3 , (Vv), Ff? “是 完备 的 。 d 


习 湖 


1. 设 K 是 域 f 的 一 个 有 孔 次 扩 域 .证明 , 玉 是 完备 域 必要 且 
只 要 也 是 完备 域 ， z 

2.。 设 不 是 一 个 特征 为 ?二 0 的 非 完备 域 ，aE Fa&F?. 
证 明 ， 多 项 式 和 ” -4 在 FL 对] 中 不 可 约 ， 这 里 e 是 一 个 非 负 整 
数 。 

3.。 设 不 是 一 个 特征 为 z> 0 的 域 ，i 是 上 上 一 个 超越 元 。 证 
朋 F() 不 是 完备 域 。 

4. 设 不 是 一 个 特征 为 2Z>> 0 的 域 。 证明; 

(i) F? 是 包含 F 的 最 小 完备 域 ，_ z 

(ii) ”对 于 每 一 个 正 整 数 ? 来 说 ，F” 与 F 同 构 , 但 F? 
不 一 定 与 F 同 构 ， 


2.10 本 原 元 案 定 理 


我 们 证 明 域 的 有 限 次 可 分 扩 域 的 一 个 重要 的 性 质 来 结束 这 一 
章 . 
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先 证 明 关 于 单 代数 扩 域 的 一 个 性 质 ， 

定理 2,10.1 令 天 是 域 严 的 一 个 扩 域 。 那 么 到 是 不 的 一 个 
有 限 次 单 扩 域 必要 且 只 要 玉 7 下 只 有 有 限 个 中 间 域 ， 

证 ”如果 下 是 户 的 有 限 次 单 扩 域 ， 于 么 存在 K 的 一 个 元 素 
Q ,使 得 KK =F(Q), 并 且 G 是 万 上 的 代数 元 令 f (XX) 是 a 在 上 
的 最 小 多 项 式 . 设 召 是 及 /Ff 的 一 个 中 闻 域 , 那么 a 在 召 上 也 是 代 
数 的 。 令 fz()EBELX] 是 a 在 上 的 最 小 多 项 式 . 我 们 有 
fr()==f(X), fx( 对 ) 二 了 -a。 fs( 义 ) 是 由 中 间 域 万 唯一 确定 
的 。 令 

光 != {BI1E 是 K/F 的 中 间 域 }. 
六 二 {fs(XX) 1fz( 革 ) 是 4 在 BB 上 的 最 小 多 项 式 .EE 名 

那么 五 一 > fs( 节 ) 是 沽 到 壬 的 满 射 。 我 们 证 明 ， 这 个 映射 是 
双 射 。 事实 上 ， 设 B11 ,BE 涂 。 如 果 

fas,(X)=fr,(X)=9(X). 
仿 L=BiNEB,。 则 g( 久 )E Bi1[X]N 作 Bo[ 六 1] 二 DL[ 了 对 ]， 9g( 久 ) 是 
互 :[ XJ] 的 不 可 约 多 项 式 ， 自 然 也 是 L[ 立 ] 的 不 可 约 多 项 式 。 因为 
9g(9) = 二 0， 所 以 9() 是 a 在 LL 上 最 小 多 项 式 : 9(XX)=fr( 半 )， 
另 一 方面 ， 太 = 二 了 (9) 而 FL 和 Bi 忆 K， 所 以 
K=L(a)=BEi(0), i~ 1，2， 
X[K : Eij=deg(fr(X))=deg(g(X))=[LK : LJ]， 所 以 
[五 ; : LI=EK : LI/LK : E;]= 1,?=1,2., 
于 是 Bi == 工 = 吾 ,。 这 就 证 明了 映射 一 > fz ( 子 ) 是 集 了 到 和 污 集 的 
双 射 。 

中 是 有 限 集 ， 因 为 对 于 任意 中 间 域 也， 多 项 式 fs (天 ) 整除 
f( 革 )， 而 (对) 的 最 高 次 项 系数 是 1 的 非常 数 因 式 只 有 有 限 多 
个 。 因 些 骂 是 有 了 跟 集 ， 

反之 ， 设 天 /有 只 有 有 限 个 中 则 域 。 我 们 首先 证 明 ， 天 是 下 
的 代数 扩 域 。 事 实 上 ， 如 采 到 含有 下 上 的 一 个 超越 元 zZ ， 那 么 z? 
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也 是 亡 上 超越 元 ， 并 且 f (72) 习 F(z?)。 这样 一 来 ， 玉 /了 含有 无 
陈 多 个 中 间 域 
FF(Y) F(T) FE) 之 了 太 (22 ) 奖池 了 
与 凯 设 逆 盾 ， 
其 次 ， 下 是 上 上 有限 个 代数 元 生成 的 扩 域 ， 因 为 如 果 不 然 的 
话 ， 必 定 存 在 一 个 扩 域 的 无限 序列 ， 
FeaF (oi) 二 有 (0 G0) mF (Ql Qn) 导 "和 持 K。 
这 又 与 题 设 矛盾 。 
这 样 ， 玉 是 上 有 限 个 代数 元 生成 的 扩 域 ， 因 而 古 了 的 有 限 
次 扩 域 。 
我 们 证 明天 是 下 的 单 扩 域 。 如 果 尺 是 有 限 域 ,那么 由 2.4.10， 
玉 是 下 的 单 扩 域 。 现 在 设 F 是 无 限 域 。 对 于 任意 4&€ KK ， 我 们 有 
[F(a): F<LEK : F<oo., 
又 因为 KK/F 只 有 有 限 中 间 域 ， 所 以 
{LF(a): FllaEk)} 
是 自然 数 的 有 限 集 ， 因 此 存在 6E 玉 ， 使 得 对 于 任意 waE 天 都 有 
[LF(0) : Fl]>[F(a) : F]. 
考虑 K 中 任意 元 素 有 7 。 对 于 任意 CEF, 邻 
Ec=F(Pp+c0). 
则 二 及 。 守 K。 由 假设 ， 这 样 的 吾 。 只 有 有 限 多 个 。 然 而 含有 
无 也 多 个 元 素 ， 因 此 必 存 在 51 ,cs€ FF,Cc 尖 Co， 而 Boi=Be,= 
二 情 。 因 为 Bb + c10,，p +c,0EE， 所 以 98E€EE。 于 是 
F(O)CE=F(P+c0). 
所 以 
[FC(O) : 太 ] 福 [FPC +c.0) : F], 
由 2 的 取 法 ， 必 须 等 号 成 评 ， 从 而 
Ff(0)=B=F(f +c,t). 
由 此 得 出 ，8 = (B+c10) -ci10EF(0)。 这 样 一 来 ， 玉 中 任意 
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元 素 6 都 属于 Ff(0)， 从 而 K = 二 (09). 

我 们 现在 证 明 以 下 的 所 谓 本 原 元 素 定 理 ， 

定理 2.10.2 设 太 =F(al,…, Gs,P) 是 域 F 的 一 个 代数 扩 
域 ， 其 中 91,…, 4s 都 是 上 的 可 分 元素 。 那么 K 是 了 的 一 个 单 
扩 域 。 

证 ”如果 万 是 有 限 域 ， 那 么 由 2. 4.10， 定 理 成 立 。 设 好 是 无 
限 域 。 先 看 s= 1 的 情形 。 这 时 玉 = 了 (GB)，a,P 是 F 上 代数 元 
且 a 在 上 可 分 , 令 昌 是 K 的 一 个 代数 闭 包 . 令 

m= tkK/F)=LEK : Fj, 
设 01: 太一 > (1 过 i? 志 m) 是 到 从 内 的 一 切 互 不 相同 的 f- 共 
罗 上 映射 那么 当 i) 时 ， 或 者 01(4) 关 0s (8)， 或 者 50) 天 
01(B)。 因 为 FF 是 无 限 域 ， 所 以 对 于 一 切 数 对 (i,))，1 志 1 专 9， 
天)， 总 可 以 找到 不 的 一 个 元 素 e ， 使 得 
(Oi(0) -Or(a))-c(0r8) -0y08)) 天 0。 
令 9= 二 a+cB。 则 0EK， 所 以 FF(0) 导 KK。 由 cc 的 取 法 可 知 
当 多 3 时 ，01(0) 关 0y(0)。 因 此 ， oi: 在 F(0) 上 的 限 币 01|z .,。， 
(人 二 12, 汪 ,0M) 是 (0) 到 昌 内 的 rw 个 互 不 相同 的 了 - 共 斩 。 于 证 
CK : Fls=i(K/F)SiF(O0)/F)=[LF(0) : Fj, 
另 一 方面 ， 因 为 FCF(0) 忆 KK ， 所 以 
[F(O) : F<LK : Fl 
因此 必须 
: [天 (0O) : Fls=[LEkK : Fl]l. 
这 就 是 说 , 在 (9) 内 的 可 分 闭 包 与 在 K 内 的 可 分 团 包 重 全， 
令 5S 表 示 这 个 可 分 闭 包 . 那么 a€E SCF(0)， 从 而 p=c CO - 
- 0) EF(0)。 这样 一 来 。K = 二 F(a,P) 守 F606),， 即 KK = 了 (0)， 

设 5 守 2。, 太 =F(G1 "9s,B), 其 中 Qi ,…, Gs 都 是 及 上 可 分 
元 素 。 由 归纳 法 假设 ,存在 yyEEK 使 得 K' =F(Q,*， os-1;p)= 
二 (7)。 于 是 玉 二 (9s) = 二 F 了 (ge,7》)， 这 就 归结 到 前 一 个 情 
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形 。 因 此 存在 96E KK 使 K =F(0). C 
由 这 个 定理 ， 立 即 得 出 以 下 两 个 推论 : 
推论 2.10.5 设 有 是 域 的 一 个 有 限 次 可 分 洲 域 ， 则 KK 是 


上 的 单 扩 域 。 
推论 2,10.4 设 开 是 域 下 的 一 个 有 限 次 可 分 扩 域 ， 则 KK/F 
只 有 有 限 个 中 间 域 。 


由 本 原 元 素 定理 ， 我 们 可 以 对 于 代数 闭 包 用 一 个 较 紧 的 条 件 
来 刻画 。 

定理 2.10.5 设 KK 是 域 也 的 一 个 代数 扩 域 .对 于 K 来 说 ， 

(i) 是 的 代数 闭 包 ， 

(ii) 有 天] 的 每 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 在 及 中 有 一 个 
根 。 
证 (i)=>(ii) 是 明显 的 。 
(ii) 一 >(i) 令 @ 是 KK 的 一 个 代数 闭 包 , 则 如 自然 也 是 的 
代数 闭 包 。 我 们 证 明 呈 = 玉 。 分 两 个 情形 讨论 。 

(a) char 有 =Z>>0。 设 eaE8B8。 令 FE) 是 oa 在 下 上 最 小 
多 项 式 。 于 是 存在 非 负数 e 和 不 上 一 个 不 可 约 的 可 分 多 项 式 
g( 瑟 ) 使 得 了 ( 开 )=9( 和 7 )。g( 久 ) 在 8[X] 内 分 解 成 一 次 因 式 
乘积 : 


g (X)=||(X-p,), 


这 里 P11，…，pnm 是 如 中 两 两 不 同 的 可 分 元 素 。 于 是 由 2.10. 2 ， 
= FF(P1,…,Bn) 是 上 的 单 扩 域 ， 即 存在 9 EL 使 得 L= (0)、 
然而 


0 =f(0) =9(ar" Y= Tar -P)， 


一 了 


斯 以 a7? "必定 等 于 某 一 个 Bl， 从 而 4"* EL. 


63 


令 8(X) 是 0 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 ， 则 和 (ZX”) 是 F[] 的 
一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 。 由 (ii)，h (了 对") 在 及 里 有 一 个 根 »。 
令 901 二 Yr? ， 则 h(01) 二 0。 由 2.2.7， 存 在 日 的 一 个 F- 自 同 
构 w%， 使 得 4 (60) =0,， 从 而 = 了 (90) 与 8 (901) 是 了 - 共 恩 的 。 
然而 工 是 9(X) 在 Ff 上 的 分 列 域 ， 因 而 是 的 正规 扩 域 ， 因 此 
工 = 二 (01)。 这样 就 得 出 a? = 二 piEL=F(01)。 所 以 
wz? = > .03101 ajEF, 
由 (ii), 每 一 个 多 项 式 义 ? - ayE F[ 卫 ] 在 太 里 有 一 个 根 as, 0 志 六 
< 入 s， 因 此 
a = 守 a0{= 叶 a9 (9')1=( 守 7! ) 
所 以 
4 = Pay!EK. 
这 就 证 明了 如 导 K 从 而 = 8 是 五 的 代数 团 包 ， 
(5) 设 charf= 0。 设 a€ 8 令 f1 (了) 是 4 在 Ff 上 的 最 小 
多 项 式 。 则 f() 在 吕 [Xj] 中 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 : 
f( 革 )= [Tx - ay, QsE 1。 


并 且 当 ;和 关 ] 时 ，aw 天 ay。 令 了 = 了 Ca ao)。，。 则 ac 过 。 由 
2.10. 2 ， 工 = 了 (9)，0 是 工 中 一 个 元 素 , 令 h(X) 是 9 在 Ff 上 
的 最 小 多 项 式 。 由 (iil ，&(X) 在 玉里 有 一 个 根 691。 又 因为 LL 古 
f (和 ) 在 不 上 的 分 裂 域 , 因而 是 正规 扩 域 ， 由 此 推出 L= 了 (01). 这 
样 就 有 aEL=F(01) 乞 K， 从 而 K = 8， | 

由 于 f[ 头 ] 中 每 一 个 次 数 大 于 零 的 的 多 项 式 都 是 F[X] 的 一 
些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 我 们 立即 得 到 

推论 2.10.6 对 于 域 的 一 个 代数 扩 域 来 说 ， 以 下 两 个 
和 条件 是 等 价 的 : 
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(i) KK 是 请 的 代数 闭 包 ; 
(ii) [了 J] 的 每 一 个 不 可 约 多 项 式 在 KK 中 有 一 个 根 ， 
习 题 

1. 设 K 是 域 f 的 一 个 次 单 扩 域 . 证 明 ,， KKK/F 的 中 间 域 的 
个 数 至 多 等于 2" - 1. 

2. 设 开 是 域 尺 的 有 限 次 可 分 扩 域 ， 只 是 天 的 代数 闲 包 ， 
QE 天 。 证 明 以 下 两 条 件 是 等 价 的 : 

(i) GG 是 K 在 f 上 一 个 本 原 元 素 ， 即 K = F(@)， 

(ii》 在 乡 内 ，2 在 不 上 的 共 思 元 素 的 个 数 等 于 [天 : PF] 

3. 令 8 是 一 个 特征 为 z 盖 0 的 域 ， 太 =8(t ta) 是 大 上 不 
相关 不 定 元 六 ， 妇 的 有 理 分 式 域 ， 吕 是 不 的 一 个 代数 团 包 ，C1， 
0 分别 是 全 ?一 二 和 有 ?~t,ERF[X1 在 如 内 的 根 , 令 KK=F(gl， 
.Co )。 证 月 ; 

(i) [LK :FJ]=8?， 且 KK/F 是 不 可 分 扩张 ; 

( ii) ”对 于 任意 9 EK， 都 有 LF (C6) : Fl<<p; 

(iii) 大 不 是 F 上 上 的 单 扩 域 ， 

(iV) 矿 /F 有 无 限 多 个 中 间 域 . 

4. 设 天 是 域 下 上 一 个 可 分 扩 域 。 证 明 ， 如 果 天 中 每 一 个 元 
素 在 上 的 最 小 多 项 式 的 次 数 都 有 一 个 共同 的 上 界 入 ,那么 K /PF 
是 有 限 次 扩张 ， 且 [五 : Fj 拟人 N， 


rm 一 


PT 一 “一 “ 
1 ED ri 机 


第 二 但 ”Cajlois 理 论 


Galois 理论 主要 是 在 一 个 特定 的 域 扩张 及/ 到 的 中 间 域 所 组 
成 的 集 写 KK 的 7- 自 同 构 群 的 于 群 所 组 成 的 集 之 间 建 这 了 一 个 双 
射 。 这样 就 使 得 域 论 问题 的 研究 可 以 归 为 群 论 问题 ， 从 而 得 到 域 
论 中 一 些 较 为 深刻 的 结果 ， 


5.1] Galois 扩 域 


设 是 一 个 域 ， 令 Aut(K) 表示 的 一 切 自 同 构 所 组 成 的 
集 。 设 0,7TE Aut(K)， 那 么 合成 映射 0°7 仍 是 五 的 一 个 自 同 
构 。 我 们 定义 0 与 7 的 积 07=0o。o7， 即 对 于 任意 o€ K， 
OT (GQ)=0o(T (a)). 
这 样 定义 的 乘法 自然 满足 结合 律 。 恒 等 自 同 构 lx 是 单位 元 。 又 
的 每 一 个 自 同 构 oc 有 逆 0-!， 并 且 0 ! 也 是 玉 的 自 同 构 。 这 样 ， 
Aut(K) 对 于 如 上 定义 的 乘法 作成 一 个 群 ， 称 为 天 的 全 体 月 局 
构 群 。 
设 不 是 域 玉 的 一 个 子 域 。 令 
GK/F)={o0€E Aut(k)|o(a)=a, VaEF), 
G(K/ 了 了 ) 就 是 下 的 一 切 了- 自 同 构 所 组 成 的 集 。 它 是 Aut(k) 的 
一 个 子 群 ， 称 为 玉 的 万- 自 同 构 群 
反 过 来 设 G 是 Aut(k) 的 一 个 子 群 。 令 
KI={a€EK|Io(a)=a, YoEG). 
奢 么 Ks 是 KK 的 一 个 于 域 ， 称 为 群 G 的 固定 域 。 
现在 给 定 一 个 域 扩 。 设 是 KK 的 一 个 子 域 .五 是 Aut(K) 的 
一 个 子 群 。 记 G(F) 二 G(K/F) 是 K 的 f- 自 同 构 群 ; K# 是 子 群 
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五 的 固定 域 。 又 记 1 =1x。 我 们 有 以 下 事实 ; 
]. FCOK®™, 
2， HOG(KS)., 
2. FF, Fk, 是 下 的 于 域 ， HFiCF,, NG (FF, GF, ), 


GK)={1)}. 
4.， 昌 ! ,了 ;是 Aut (Kk) 的 子 和 群 ， 且 Hi 守 Hs 则 KE1 守 KE8?2， 
KI'}=K,。 


5. G(F)=G(K7). 
这 些 事实 的 证 明 都 是 非常 容易 的 。 我 们 只 证 5 。 
由 1， 和 ES 天 2 2。 再 由 3， 
GF)GC(EK 7)). 
另 一 方面 ， 由 2 ， 
GF)IECG(KGT)., 
所 以 
G(F)=G(KS7))., 
例 1 设 了 =Q 是 有 理 数 域 K 一 Q@(3/23)。 那么 G(F)= 
G(K/F)={1}， 从 而 K 7 = K，。 
例 2 设 F=F, (x) 是 了 元 有 限 域 下 上 不 定 元 z 的 有 理 分 式 
域 ， 玉 二 F(z14?)。 那 么 下 是 了 的 一 个 纯 不 可 分 扩 域 。 所 以 KK 只 
有 唯一 的 f- 自 同 构 一 一 恒 等 自 同 构 1 .因此 G (7)={1}), 而 Ko 人 7) 
一天 =F, 
以 上 两 个 例子 告诉 我 们 ， 工 中 的 包含 关系 可 能 是 真 包 含 关 
系 。 在 Galois 理论 中 , 主要 是 讨论 这 样 的 域 扩张 玉 / 有 ,其 中 已 = 
Kao) 
定理 3.1.1 设 及 是 域 F 的 一 个 代数 扩 域 ， 对 于 下 来 说， 下 
列 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
(i) Kk 是 了 的 一 个 可 分 正规 扩 域 ， 
(ii) F= Ke(7); 
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(iii) ”存在 GC(F) 的 一 个 子 群 G。， 使 得 FPF= Ko. 

证 (i) 一 >(ii) 我 们 只 需 证 明 KK4DWCF,。 设 o€kKK 但 
ao&F. 令 1(X) 是 a 人 在 上 的 最 小 多 项 式 。 由 (i)，f (对 ) 在 
天 [下 ] 内 分 解 成 两 两 互 素 的 一 次 因子 的 乘积 ; 

fX)=| | (=- ao， 


这 里 atE 慌 ， 且 aas 0n 两 两 不 同 。 令 al =0 .因为 5 也， 
所 以 n= 二 deg (f (于)) 汪 1。 所 以 有 Qs EK，G; 关 a， 由 2.3. 3， 
和 仓储 0 EG(F) 使 得 0 (9) = as 天 as。 所 以 a 所 下 5。 
(ii) 一 >(iii) 由 (ii))， 取 G=G(7) 即 可 。 
(iii 一 >(i) 设 有 G(F) 的 一 个 子 群 G， 使 得 F= 有 5。 对 
于 任 痊 aaE 玉 ， 令 了 (各 ) 是 wa 在 下 上 的 最 小 多 项 式 。 那 么 对 于 任 
音 0 EGCG(F)， 我 们 有 
fl(o(o))=o(f(a))= 0., 
所 以 o(q) 也 是 (和 对) 在 到 内 的 一 个 根 。 然 而 f(X) 在 K 内 只 有 有 
限 个 根 ， 所 以 
Soa={0(0)IoEG)}. 
是 有 限 集 ， 设 c= 人 a1 aaj，ai 关 ay， 若 1 天 7， 那 么 对 于 
任意 YEG，T7(a)，…T(n) 仍 是 三 ( 科 ) 在 五 内 两 两 不 同 的 根 ， 
从 而 
2 一 {T(cli)，…T(n))]。 
人 


9( 和 X)= | | (X - ao)。 


9( 和 ) 的 系数 是 01，…, as 的 对 称 多 项 式 ， 所 以 在 z 的 作用 下 保持 
不 动 ， 从 而 属于 K5== 了 了。 这样 9( 了 )EFLXJ],， 因为 4€ 2 op 

所 以 9(9) = 二 0 ， 因 而 9g( 下 ) 可 以 被 4 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 f (XX) 
整除 。 于 是 在 及 [对 J 里 ，f (了 对) 可 以 分 解 成 两 两 互 素 的 一 次 因 式 
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的 乘积 。 由 2. 3. 2 ，K 是 五 的 一 个 正规 扩 域 ,1( 久 ) 是 及 上 可 分 
多 项 式 。 所 以 4 是 上 可 分 元 素 ， 因 而 是 了 的 一 个 可 分 正规 扩 
域 ， 国 

定义 ” 设 玉 是 域 不 的 一 个 代数 扩 域 ， 如 果 开 满足 3.1. 1 中 三 
个 等 价 的 条 件 之 一 ， 就 称 玉 是 五 的 一 个 Galois 扩 域 ， 这 时 K/F 
称 为 一 个 Galois 扩张 ， 下 的 了 FF- 自 同 构 群 G(F) 二 GC(K/F) 称 
KK/F 的 Galois 群 ， 

定理 3,1.2 设 太 是 域 了 的 一 个 扩 域 。 对 于 K 来 说 ， 以 下 两 
个 条 件 是 等 价 的 : 

(1) KK 是 Ff 的 有 限 次 Galois 扩 域 ; 

(ii) ”天 是 fF[ 芒 ] 中 一 些 可 分 的 不 可 约 多 项 式 f1 (对 )，…， 
fs( 于 ) 的 案 的 习 积 


f(X)= | | fi(X) ,es>1,1<i<s, 
t=1 


在 FF 上 的 一 个 分 裂 域 . 

证 (i) 一 >(ii) KK 是 上 有 限 次 正规 扩 域 .由 2. 3. 5， 
KK 是 F[ 关 J] 中 一 个 多 项 式 f( 对 ) 在 上 的 分 裂 域 ， 可 设 f( 卫 ) 最 
痪 次 项 系数 是 1, 在 F[] 内 ， 夺 和) 分 解 成 不 可 约 多 项 式 寡 的 飞 
积 : 
f(xX)=|1| fi(X)e:, 


fi( 了 对 )E FL 不 | 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多项式 ，e! 之 1， 
t 二 1，*…,S。 因为 在 KKL 针 ] 内 ，f (对 ) 可 以 分 解 成 为 一 次 因 式 的 
积 ， 所 以 每 一 个 f 必 广 ) 在 KK[ 玉 1] 内 也 可 以 分 解 成 为 一 次 因 式 的 
积 : 

fiC(X)=|{T|(X-oai), 


了 一 


4 E 下 ，1 委 和) 委 a，1 委 ;1 委 s。 思 (和 ) 是 并 的 元 素 aty 在 FF 上 的 
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一 . 2- ri rr 


最 小 多 项 式 。 因 为 到 是 媚 的 可 分 扩 域 ， 所 以 aiy 是 下 上 可 分 元 素 ， 
即 fi() 是 上 可 分 多 项 式 ，1 专 15. 
(ii) 一 > (i) 我 们 有 


1(X)=a [| (X -a), 
t=1 


aEF,OEK, ILiCn 开 一 有 (ol on)。 由 2.3.5， 天 是 万 
的 有 限 次 正规 扩 域 。 因 为 每 一 个 .ai 竹 契 三 天] 中 茶 一 个 可 分 的 不 
可 约 多 项 式 的 根 ， 所 以 Qt 是 上 可 分 元 素 。 由 2.7.6，kK 是 FF 上 
一 个 可 分 扩 域 ， 这 样 ，K 就 是 上 一 个 有 限 次 Galois 扩 域 。 上 

因为 特征 为 0 的 域 的 每 一 扩 域 都 是 可 分 的 ， 所 以 立即 得 到 

推论 3.1.3 设 charFf=0。K 是 域 f 的 一 个 有 限 次 
Galois 扩 域 当 且 仅 当 KK 是 Ff[ 半 ] 的 某 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 。 上 

定理 3.1.4 设 K 是 域 F 的 一 个 有 限 次 扩 域 。 对 于 KK 来 说 ， 
以 下 两 条 件 是 等 价 的 : 

(i) KK 是 了 的 一 个 Galois 扩 域 ; 

(ii)” 群 G(K/) 的 阶 等 于 域 次 数 LK :FJ 

证 ” (i) 二 >(ii)” 令 昌 是 KK 的 一 个 代数 闭 包 ,因为 K 是 FF 
的 Galois 扩 域 ， 所 以 是 正规 扩 域 。 因 此 对 于 K 的 任意 F- 共 罗 
rr : 一 日 来 说 ， 都 有 0 (KEK)= 下， 从 而 0 EG(K/F)。 因 为 KK 是 
五 广 可 分 扩 域 ， 所 以 

IGCK/F)|=1(K/F)=LK : F], 

(ii)—>(i) 信 E=KoE/7) MFCECECK,H3.1. 1 (ii), 

扩 是 如 的 Galois 扩 域 。 由 本 节 开 始 时 所 述 的 事实 5 ， 我 们 有 
G(K/E)=G(K/F), 
这 样 一 来 ， 可 以 对 于 Galois 扩张 /EE 应 用 (Gi) 一 >(ii), 于 龙 
我 们 有 
IG(K/F)|=|IG(K/E)|=[LK : <[LK : Fj 

另 一 方面 ， 我 们 已 知 |1G(K/F)|=[K : f]。 这 样 就 有 LK : 8] 
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一 


二 [A : f]， 从 而 =F。 即 玉 是 了 的 Galois 扩 域 。 | 

定理 5.1.5 设 是 域 了 的 一 个 有 限 次 可 分 扩 域 ， 昌 是 的 
一 个 包含 六 的 代数 闭 包 。 和 那么 存在 马 的 一 个 子 域 工 ， 它 满足 以 下 
条 件 ; 

(i) FCKCLCB8， 并 且 IL/F 是 有 限 次 Galois 扩张 

(ii) ”如果 入 C8 是 的 一 个 包 念 的 Galois 扩 域 ， 那 么 
LEN, 

证 因为 K 是 的 有 限 次 可 分 扩 域 ， 所 以 由 2.10. 3，K = 
一 下 (2) 是 不 的 一 个 单 扩 域 。 wa 在 站 上 最 小 多 项 式 (了 对) 是 可 分 
的 。 令 LC 是 f(X) 在 上 的 分 裂 域 。 由 3.1.2， 工 是 F 的 有 
限 次 Galois 扩 域 ， 并 且 

FCKCLCR., 

设 WC 是 也 的 任意 一 个 Galois 扩 域 ， 且 入 二 六 。 出 
waE 天 三 W。 因 为 W 是 不 上 正规 扩 域 ， 所 以 由 2. 3. 2，f(X) 在 
NLX]J 中 可 以 分 解 成 为 一 次 因 式 的 积 ， 


f(X)= [|(X -a), or€EN. 


i=1 
因此 工 =F(al,*…, Ga) 入 NN. 
注 1|。 由 (ii 立即 推 册 工 是 唯一 确定 的 。 下 
2。 设 [K : 8]=2。 则 G=G(Z/Z) 是 集合 {aly as 上 的 
一 个 转换 群 。 设 CEG,o(ai) 一 cry 1 委 ; 委 2。 因为 了 = 了 (0 yy 
Gn), 所 以 
] 2 «Nn 


GOFF —( 
| (A 


) Es, 


是 一 个 群 同 态 单 射 ， 这 里 5, 表示 7 次 对 称 群 。 因 而 G 同 构 于 5 ， 
的 一 个 子 群 。 于 是 LL :FF] 二 1G | 是 4 的 一 个 因数 . / 

由 定理 3.1. 5， 对 于 域 了 的 一 个 有 限 次 可 分 扩 域 K (9)， 
由 条 件 (i)，(ii) 所 瞧 一 确定 的 有 限 次 Galois 扩 域 工 称 为 扩张 


K/FIN Galois 财 包 。 

定理 3.1.6 设 召 是 域 扩 张 玉 /F 的 一 个 中 间 域 ,如果 K/F 
是 Galois 扩张 则 下 /E 也 是 Galois 扩张 。 

证 大 是 FF 上 可 分 扩 域 ， 所 以 也 是 上 可 分 扩 域 。 设 下 ' 是 
玉 在 召 上 任意 一 个 共 斩 域 。 那 么 在 到 和 到 “的 一 个 共同 的 扩 域 太 
内 ， 存 在 太 到 下 和 的 一 个 B- 同 构 P。 因 为 二 FF， 所 以 9 也是 一 
个 了 了- 同 构 。 因 而 K 与 ' 古 - 共 罗 的 。 因 为 Kk 是 也 的 正规 扩 域 ， 
所 以 KK'=9(K)= 二 义 。 因 此 玉 也 是 的 正规 扩 域 ， 这样，K/B 
是 可 分 正规 扩张 ， 从 而 契 Galois 扩 求 。 | 

注 匣 万 /一 般 不 是 Galois 扩张 。 参看 下 一 节 例 4 和 例 5. 

定理 3.1.7 设 K 是 域 f 的 一 个 正规 扩 域 ，G 二 G(K/F) 龙 
太 的 一 切 f- 自 同 构 所 成 的 和 群 ; 有 5 是 G 在 K 中 的 固定 域 ， 又 设 Ks 
是 在 玉 内 的 可 分 闭 包 ，Ki 是 KK 中 一 切 在 FF 上 纯 不 可 分 元 过 的 
集 。 那 么 

(i) KK4=KK;， 从 而 及 :是 玉 的 一 个 包含 了 的 子 域 ， 

(ii) 下 是 及 ;上 的 Galois 扩 域 ，K 太 /Kt 的 Galois 群 就 
是 G; 

(iii) KRK=KsKi, Ksf\ Ki=F,. 

证 令 介 是 KK 的 一 个 代数 团 包 。 

(i) 由 2.7.4 (Gii)，a€ Ki 当 且 仅 当 对 于 下 到 日 内 的 任 
意 一 个 下 - 共 恩 2 来 说 ， 都 有 2 (oa) =a。 然 而 开 是 下 的 正规 扩 域 ， 
因此 天 到 员 的 每 一 个 下 - 共 斩 9 都 是 到 的 天 - 自 同 构 ， 即 
EG(E/F)=G， 因此 aE KK; 当 且 仅 当 对 于 任意 PFEG， 都 有 
(9) 二 qa， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 a€ Ks。 所 以 K = Ks 

(ii 由 (i)， 我 们 有 

G(EK/K:1)=G(K)=G(K)=G.。 

(iii) 天/ 玉 。 是 纯 不 可 分 扩张 。 由 2.8. 3 ， 尼 / 民 。R 也 坪 

纯 不 可 分 扩张 。 然 而 由 (ii)， 天 / 玉 : 是 可 分 扩张 ， 所 以 由 2.7. 8 ， 
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有 7vA4sE: 也 契 可 分 扩 线 。 因 此 必须 慌 三 尼 天; 
最 后 ， 太 sf Ks 中 任意 元 素 4 既 在 上 可 分 又 在 F 上 个 可 
分 ， 所 以 GEF， 从 而 Ks 站 Ki1= 了 FP， L 
推论 5,1.8 设 K 是 域 上 一 个 有 限 次 正规 扩 域 .那么 
LK : Kij=[LkKs: Fi, LK : Ke =[LKkKs: F]. 
“证 由 3.1.7，/K': 是 有 限 次 Galois 扩张 , 它 的 Galoig 
群 是 G(K/ Ki)=G(K/F)。 于 是 由 3.1. 4 和 2.8. 5， 
[下 : Kij=|IG(K/F)|= (kK/F)=LKs: FJ 
于 是 
[CK : Ks]=[K : FI/LKs: FI=LK : FI/LEK : Ki] 
=L Ki:: Fj] | 
闻 后 我 们 再 给 出 有 关 扩 域 的 合成 域 的 一 个 定理 。 
定理 5.1.9 设 K 是 域 的 一 个 Galois 扩 域 ， 工 是 的 任 
意 扩 域 ， 并 且 假 设 K 和 工 都 被 包含 在 茶 一 个 共同 的 扩 域 内 。， 则 
(1) KL 吓 工 的 Galois 扩 域 : 
(ii) ”如 果 [K : 天门 二]<ce， 则 
[KL: LJ]=LK :KfL), 
并 且 ， 
G (KL/L)SG(K/E NL). 
证 (i) 因为 是 了 的 可 分 扩 域 ， 所 以 XK 的 每 一 个 元 泰 也 
在 LF 上 可 分 。 由 2.7.7，KL 二 上 L(K) 古 LL 上 可 分 扩 域 ， 
令 5 是 玉石 的 任意 一 个 却 - 共 罗 。 则 cr 在 到 上 的 限制 cjzx 自然 
是 玖 的 一 个 妃 - 共 力 。 因 为 玉 / 下 是 正规 扩张 ， 所 以 er( 并 ) = 天 。 
因为 天 元 的 每 一 个 元 素 都 是 玉 和 工 的 元 素 的 积 的 组 合 ， 所 以 
o(KL)= KL。 因 此 KL 是 工 的 正规 扩 域 . 
这 样 ， 天 也是 荆 的 Galois 扩 域 ， 
(ii) 令 B=K 门 LL。 由 3.1.6，K/EB 也 是 有 限 次 GQalois 扩 
张 ， 凡 而 是 有 限 次 可 分 扩张 。 于 是 由 2.10. 3， 存 在 acE 反 ， 使 
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得 二 (a)。 设 1f( 了 了) 是 a 在 加 上 的 最 小 多 项 式 。 因为 是 甩 的 
正规 扩 域 ， 所 以 由 2. 3.2， 在 玉 [ 了 对 1 内 ， 
(有 辟 ) 王 ( 瑟 一 QI)( 有 -Go) 必 (有 一 Qnr)， 
0E 民 ,1 委 : 魏 00 一 Gil 。 另 一 方面 ，4 也 是 上 代数 元 ,和 且 KL 上 = 
了 及 (a) 三 大 (G)。 令 9(X) 是 4 在 三 上 的 最 小 多 项 式 。 那 么 在 
ZL[ 久 J] 内 ，9( 耶 ) FF 和 )。 所 以 9(X) 的 根 都 是 (于) 的 根 ， 因 而 
属于 到。 于 是 9( 瑟 ) 的 系数 作为 根 的 贸 等 对 称 多 项 式 ， 都 属于 天 ， 
从 而 属于 加 = 扩 门 L。 这 样 一 来 就 必须 有 (XX) = 二 9(X)。 因 此 
[EL: Li=deg(g(X))=deg(f(X))=[LK :El]1. 
现在 设 o EG(KL/L)。 那么 0 lx 自然 使 如 仆 荆 的 元 素 保 
持 不 动 ， 所 以 ojxEG(K/B)。 这 样 ， 
0:G(KL/L)S3orm>0|rEG(KIE) 
是 群 G (KL/L) 到 群 G (K/BB) 的 同 态 陵 射 。 如 果 o EG(KL/L) 而 
0 lx 二 lr， 则 显然 0 = 二 1rz。 因 而 9 是 单 射 。 最 后 再 由 3.1. 4 和 上 上 
面 所 证 明 的 事实 ， 我 们 有 
IG (KL/L) |=[KL: LI=[K :El=|G(K/B)|. 
所 坟 G(KL/LE)G (E/E)=G(K/KNML). 四 
定理 3.1.9 可 以 用 左边 的 图 来 
示意 。 


注意 , 在 上 面 定 理 的 证 明 里 , K/F 

二 ~ 是 Galois 扩张 这 一 条 件 是 必要 的。 
当 玉 和 工 痢 不 是 了 的 Galois 扩 
域 时 ， 定 理 一 般 不 成 立 . 例如 令 

~ p> K=Q(3/5), L=Q(ES/T), 6= 
e271/3 KNL=Q, KL=Q(S 2, 

Ei /=3), 我 们 有 [KL: Q]=6 ， 

; CL:Q1=3RmRLKL:L1=2 

然而 [LK : KN 站 5]=[K : Q]= 3。( 参 看 3.2, 例 4.) 
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id he FE AE de 一 一 
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二 题 
]。 设 m，z 是 不 含 平方 因子 的 不 同 的 整数 ，K =Q(Vm， 


和 ny, 证 明 ，K/Q 是 Galois 扩张 确定 Galois 群 G(K/Q). 

2， 设 =Q(V5)，K =Q(V53)。 证 明 及 /有 和 /Q 都 是 
Galois 扩张 。 KK/Q@ 是 不 是 Galois 扩张 ? 

3. 设 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 ，t 是 上 上 一 个 超越 元 ， 
K=K(t)，==(t? ~t)。 证明 ，K/F 是 一 个 Galois 扩张 ， 且 
G(K/F) 衬 Lf/ (7) (以 ?2 为 模 的 剩余 类 加 群 〉， 

4.， 设 KK;(4E 4) 都 是 域 下 的 Galois 扩 域 。 令 天 = 外 K;. 


证 明 尺 也 是 也 的 Galois 的 扩 域 。 

5、 证 明 、 实 数 域 及 只 有 唯一 的 自 同 构 一 一 恒 鹤 自 同 构 ， 

[提示 : 设 0 € AutR， 则 o IQ=1. 再 证 对 于 任意 4 € BE， 
a> 0 <>0(0)>0.] 

6. 设 玉 二 C(xz,y) 是 复数 域 C 上 不 定 元 7 和 Y 的 有 理 分 式 
域 ，F 了 =C(zr*+y", XYy)。 证 明 K 及 /FP 是 Galois 扩 张 ， 它 的 Galois 
群 G(K/) 是 由 0 : (zj 一 > (2) 和 7 : (42, 9) 一 > (oz oo 19) 
(6 一 e2stin) 所 生成 的 22 阶 群 《二 面体 群 ) 。 

7.、 设 玉 是 域 玉 上 一 个 有 限 次 Galois 扩 域 ， 田 是 玉 / 呈 的 一 
个 中 间 域 。 证 明 ， 存 在 巡 的 唯一 的 最 小 扩 域 LL，fCECLSOSEK. 
使 得 L/F 是 Galois 张 护 ， 并 用 

GK/I)= {| oG(K/B)o-!, 
oo (k/AF) 

8.， 设 玉 是 域 上 一 个 有 限 次 Galois 扩 域 ，L, 以 是 K/F 的 
中 间 域 。 证 明 

(i) G(K/LM)=GQ(K/L)NG(EK/M); 

(ii) G(E/LNM)=G(K/L)VG(K/M), 
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这 里 G (K/L)V G(K/M) 表 坟 G(K/L) 与 G (KEK/M) 所 生成 的 子 
群 ， 即 G (K/F) 中 包含 G (K/L) 及 G (EK /MM) 的 最 小 的 于 群 ; 

(iii) ”如果 GC(K/D) NGCEK/M)={1}， 可 以 得 出 什么 结 
论 ? 

9 设 工 是 域 了 的 一 个 正规 扩 域 ，K 想 了 在 工 中 的 可 分 团 
包 。 证 明 玉 是 玉 的 Galois 扩 域 。 

10. 设 记 是 一 个 完备 域 ， 旭 起 五 的 一 个 代数 团 包 ， 址 戎 起 
是 的 Galois 扩 域 。 
3.2 一 些 例子 

在 叙述 Galois 理论 的 基本 定理 之 前 ， 我 们 先 看 几 个 侈 丁 。 

例 1 令 严 是 一 个 特征 不 等 于 2 的 域 ， 天 是 下 的 一 个 二 次 扩 
域 。 则 玫 是 眉 的 Galoigs 才 坡 ， 

事实 上 。 设 ge EK 担 ao&， 那么 K=F(0)。 GG 入 FPF 上 抽 
最 小 多 项 式 是 (XX)== 匀 ?+5 了 +c。 因为 char 了 隆 2，。Bi 
f'( 针 ) 二 2 于 +5 关 0， 了 (对) 是 可 分 的 ， 从 而 KK 二 了 (9) 是 FF 上 可 
分 扩 域 。 令 m= 二 5? -4c; 则 K= 二 FCVm) =F(YVm，-Mm), 所 
以 KK 是 多 项 式 卫 ?一 m 在 上 的 分 裂 域 ,因而 是 上 Galois 扩 域 。 

例 2 令 K 是 域 了 的 正规 扩 域 ; 及 :是 了 在 中 的 可 分 团 包 ， 
则 及 :是 了 的 Galois 扩 域 。 

事实 上 ， 玉 。/ 了 是 可 分 的 。 我 们 只 需 证 明 Ks/F 是 正 规 的 。 
设 aE Ks。 令 f(X) 是 0 在 Ff 上 的 最 小 多 项 式 ,。 由 2. 3.2， 在 
K[ 守 ] 内 ，f (于 ) 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 : 

f(X)= TT (X- a0),0€EKR(ESICN,. 


内 为 a 是 万 上 可 分 元 素 ， 而 90) 二 0， 所 以 uiE Ks 1<i<n。 
汉 样 .f( 义 ) 在 及 [对 ] 内 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 积 。 再 由 2. 3. 2 ， 
Ks 是 下 的 正规 扩 域 . : 
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例 5 设 不 是 一 个 完备 域 : 只 是 不 的 代数 闲 包 则 如是 所 的 
可 分 正规 扩 域 ， 从 而 是 Galois 扩 域 。 特 别 当 Char f= 0 或 者 F 
是 有 限 域 时 ，8@ 是 FF 的 Galois 扩 域 . 

例 4 邻 Q@ 是 有 理 数 域 。 多项式 ?一 2 在 Q[ 叉 ] 中 不 可 约 ， 
五 一 Q(3/3) 是 Q@ 的 一 个 三 次 扩 域 .在 j 复 数 域 C 上， 于? 一 2 = 
(XX-3/23)(XX-68/2) (XX-63/5)，6=er*i/3 ,因此 反 = 
QA/2,60)=Q(3/2,~/- 3) 是 -2 在 Q 上 的 分 裂 域 ， 因 而 
是 QQ 上 一 个 Galois 扩 域 . [LK : Q@]=6. [IK:B]=2, 所 以 由 
例 1，K/B 是 Galois 扩张 然而 B=Q@(3/5) 驴 563/5(38/32 的 
共 轿 元 素 ) ， 所 以 /Q 不 是 Galois 扩张 。 

我 们 确定 Galois 群 G=G(K/Q)。.G 的 任意 元 素 0 由 及 在 
Q 上 的 生成 元 V2 和 5 的 像 0(3/5 ) 和 o0(6) 完 全 确定 . 0(3/2) 
和 0(6) 可 能 的 值 是 它们 在 Q@ 上 的 共 轿 元 , 8/5,68/5,6?8/2 = 
co 182 和 66, 三 62。 这 样 的 共 斩 元 素 对 (o(3/5),o(6)) 共 
有 六 种 可 能 。 男 一 方面 ， 由 3.1.4，|G| ==[K: Qj]= 6。 因此 
上 述 六 个 共 罗 元 素 对 完全 确定 了 群 G 的 元 素 . 

令 0,TEG, 它 们 分 别 是 由 元 素 对 (08/3),0(6))=(63/2， 
$6) 和 (T(8/5),(T(6))=(38/3,6-1) 所 决定 的 Q@- 自 同 构 ,那么 
G={1,0,0,T,0T7,727}. 

G 的 元 素 由 以 下 的 表 给 出 (PP 代表 G 的 一 般 元 素 ) : 
p | pyB) | (9) | 阶 


1 3/ 互 | 1 
0 co3/ 3 | 6 3 
0? ol18/9 | 6 3 
TY 1 £8/2 ”1 2 
oT 63/3 | -1 2 

2 


O27 C6-18/D | 6-1 


CG 上 
.一 am ee eed ee © .0 i ri "rie 


G 人 AS。 
例 5 令 2 是 -一 个 素数 。 


是 XX 一 了 在 Q@ 上 的 分 殊 域 ， 


不 是 Galoigs 扩 张 ， 


令 G 二 G(K/Q)。G 的 任意 元 素 由 它 在 a 和 i 上 的 作用 完 
士 wc, 士 ia; p(i) 可 能 取 的 值 是 土 %， 
所 以 元 素 对 (p(a), Pp(i)) 共 有 8 种 可 能 ,然而 由 3.1. 4, 1G)= 8， 
所 以 这 样 的 八 对 元 素 恰 好 确定 了 G 的 全 部 元 素 。 取 和 和 ，TEC， 
ti)), 一 (?a7) 和 (7T(a)，(T(7) ) = 三: 


全 确定 。P(a) 可 能 取 的 值 是 


分 别 是 由 元 素 对 (0o(a),o( 
(qa, -所 确定 的 元 素 。 则 


X+ -2 是 QI 开 ] 中 不 可 约 多 项 式 。 
令 4= 7 CR. = Q(G) 是 Q@ 上 四 次 扩 域 . K=B(i) 一 @Q(a,1) 
因而 是 Q@ 上 一 个 Galois 扩 域 。 
[K :QQ]= 8，Q 习 BB 好 KK.BD1G(G 的 已- 共 纸 元 ) ， 所 以 8B/ 


O02,0°,T,OT,OT,037T}, 


G 与 二 面体 群 D4 同 构 ，G 的 元 素 由 下 面 的 表 给 出 : 


G={1,0, 
a PCC ) 
1 ou 
0 oa 
0 —a 
O03 一 Cr 
T 0 
OT to 
OT 一 C 
OT — 20 


(的 阶 
1 
4 

2 
4 

i 2 

-1 2 

_i | 2 
i 


例 6 有 限 域 的 U0alois 税 ， 


设 尺 = 下 "是 4 元 有 限 域 ， 开 是 下 的 一 个 了 次 扩 域 。 瑟 二 了 入 
是 可 分 多 项 式 耻 ” -对 E FL[X] 在 F 上 的 分 裂 域 ， 因 而 是 了 的 


Galois 扩 域 。 
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的 乘法 群 kK* = 二 KK {0} 是 一 个 gf -1 工 阶 循环 群 ， 它 由 一 个 
元 素 0E 玉生 成 。 
0:KkK2oOodr ->aECK 
是 K 的 一 个 了 - 自 同 构 ， 所 以 o EG(K/F). 

设 o 的 阶 为 wm。 那么 

on=1<>0o"n(G)=a4, Va EK<>I=0"(0)=0" < 
二 90” -1 二 1] ,因为 9 的 阶 是 qf - 1， 而 和 是 使 rm = 1 的 最 小 正 整 
数 ， 所 以 m= 二 这样 ， 1, 0， ,01 1 是 G(K/F) 中 互 不 相同 的 元 
素 。 然 而 由 3. 1. 4, GCEK/F)| =[LK : Fj]= 了 ,所 以 

GC(E/F)={1,0, ,0:-1) 
是 由 c 所 生成 的 了 阶 循 环 群 。 
可 是 

1. 设 char8 关 3， 天 是 域 玉 上 一 个 三 次 不 可 约 多 项 式 的 
一 个 分 裂 域 ， 证 明 G(K/F) 同 构 于 三 次 对 称 群 或 三 次 交错 群 。 

2.， 设 K 二 Q(M2,5). 试 求 K/Q@ 的 Galois 群 及 和 群 表 。 

3. 设 五 是 一 个 域 ， 二 F(a), a*= 1 , 其 中 % 是 使 得 等 式 
4a" 二 1 成 立 的 最 小 正 整 数 , 证 明 ,K/ 了 的 Galois 群 是 Abel 群 。 

4. (i) 设 i€EQ, 且 Ll 宇 0，K=Q( 和 VD), 证明 G(/Q) 
或 者 是 单位 元 群 或 者 同 构 于 如 /2 妈 . 

(ii) 证 其 复数 域 C 是 实数 域 尺 上 的 Galois 扩 域 。 

5。 设 玉 (下 ) 是 域 F 上 不 定 元 了 的 有 理 分 式 域 , G = 二 {1,0, 7 了 } 
CG(CF( 卫 )/F)， 其 中 1 是 恒 等 自 同 构 ，0 和 ?分 别 是 由 
-1 

工 
所 导出 的 Ff( 子 ) 的 fF- 自 辣 构 。 证 明 ，G 是 G(F( 对 )/F) 的 子 群 、 
并 且 确 定 G 的 图 定 域 Ff( 邓 9， 
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3,3 基本 定理 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 叙述 并 且 证 明 Galois 理论 的 基本 定 
理 。 
设 K/F 是 一 个 Galois 扩张 ,GG(K/ 了 FD) 是 它 的 Galois 群 。 
册 3.1. 1， 我 们 有 
F=K°={a€ Klo(a)=a. VoEG), 
设 五 是 G 的 一 个 子 群 。 那么 显然 有 
F= KoC KACK. 
其 五 的 固定 域 K? 是 KIF 的 一 个 中 间 域 . 反 过 来 设 记 是 /F 的 一 
个 中 间 域 。 由 3. 1. 6，K/EB 也 是 Galois 扩张 ， 并 有 LIGCK/E) 是 
G 的 一 个 子 群 。 
邻 {五 } 是 G 的 子 群 族 (G 的 一 切 子 群 所 组 成 的 集 ) ，{8} 是 
五 /F 的 中 间 域 族 。 那 么 
入: 万 > 天 三 
定义 了 { 瑟 } 到 { 她 } 的 一 个 映射 ， 另 一 方面 。 
T:Br—>G(K/B) 
是 {} 到 { 且 } 的 一 个 映射 。 我 们 孝 虚 合成 映射 Bo 和 厂 :B。 因 为 
及 /B 是 Galois 扩张 ， 所 以 
DoT (BEB)=BG(KRK/B))= KK/ Ep. 
即 Ge 厂 是 {B} 到 自身 的 恒 等 映 射 . 另 一 方面 , 映射 。B 不 一 定 是 
{五 } 到 自身 的 恒 等 映 射 (参看 本 节 习 题 7), 然 而 这 种 情况 只 有 在 到 
是 的 无 限 次 扩 域 时 才 有 可 能 发 生 ,我 们 将 证 明 , 当天 是 不 的 有 限 
次 扩 域 时 ， 荆 。$ 也 是 恒 等 映射 从 而 在 {五 } 与 {}) 之 间 可 以 建立 
一 个 双 射 。 
先 证 以 下 的 
引 理 3.3.1 设 玉 是 一 个 域 ，CG 是 天 的 全 体 自 同 构 和 群 
Aut(K ) 的 一 个 有 限 子 群 ， =kK? 是 G 的 固定 域 。 则 
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[K : FJ< |G|., | 
证 设 %= |9| 。 我 们 只 需 证 明 ， 天 中 任意 wv 二 7 个 元 素 都 在 
F 上 线性 相 : 关 ， 令 G = for 一 1 COzy。。》 Ia |)。 设 9i » O29 9 Cm 是 
k 中 m>n 个 元 素 。 那么 以 下 的 系数 在 内 m 个 未 知 量 X%1, 2， "yp 


Xms 。 ?个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 
(1) 三 O(N = 0,1= 1 071， 


在 KK 中 有 非 零 解 。 在 所 有 这 样 的 非 零 解 中 ， 选 取 一 个 解 (51 ,5，,， 
,bm) 使 得 所 含 非 零 分 量 by 的 个 数 最 少 。 必 要 时 重新 对 未 知 量 
编号 ， 可 设 0 天 0 。 又 因为 7:1(b1,b，,*…,bm) 也 是 方程 组 的 一 
个 解 ， 所 以 我 们 不 妨 假 设 5 = 1 。 我 们 证 明 ， 每 一 个 by 都 在 F 
内 ， 从 而 方程 组 (1 ) 的 第 一 个 方程 (0 = 1 ) 就 是 

Or +O,0 + + bnadn= 0, 
”由 此 就 得 出 ai ,Gs,…, 4m 在 Ff 上 线性 相关 ， 
如 果菜 一 个 bs & 了 ， 不 失 一 般 性 可 设 5, &， 由 于 f= KK。， 
所 以 有 0 EEG， 使 得 0,(5, ) 半 5。 把 0 作用 于 方程 组 


Zas)bs= 0 ,1< 1 
的 每 一 个 方程 ， 我 们 得 到 
Eolanor(os)= 0 , 11<n 
然而 {0401 050m) 二 {01，…,0w), 所 以 
/ Sola)orbs)= 0 ,11 


这 就 是 说 ， (1, vr(b, ), 9 0r(bm)) 也 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 。 由 
解 (1,9,，…, bs) 减 去 这 个 解 得 (0, Bs - rzr(po ) ,Dn -Iaz(Dn))， 
它 仍 是 (1) 的 非 平 几 解 ， 因 为 5, ~ os(5;) 关 0。 这 个 解 所 含 非 零 
分 量 的 个 数 小 于 (51 ,52，…,bm) 中 非 零 分 量 的 个 数 ， 这 与 (5, ,5,， 
…，0m) 的 取 法 媚 盾 。 这 样 ， 必 须 所 有 27 E 下 ，。 攻 
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定理 3,3.2 令 K 是 一 个 域 ,G 是 KK 的 全 体 自 同 构 群 Aut(K) 
物 一 个 子 群 。， 了 =? 是 G 的 固定 域 .如果 G 是 有 限 群 ， 那 么 
及 是 的 有 限 次 Galois 扩 域 ， 并 且 G 就 是 扩张 KK/F 的 Galois 
和 群 。 

证 ”如果 1G| 二 0， 那么 由 3.3.1，[K :7] 志 1G|， 所 以 
玉 是 万 的 有 限 次 Galois 扩 域 。 由 3.1. 4， 我 们 有 IG(K/F)| = 
二 [KK :了 f]。 注意 到 GCG(K/F)， 于 是 G=G(K/F)，。 四 

现在 我 们 来 陈述 和 证 明 Galois 理论 的 基本 定理 。 

定理 3.3.3 (Gialois 理论 的 基本 定理 ) 设 天 是 域 丰 的 一 
个 有 限 次 Galois 扩 域 ，G =G(EK/F) 是 K/F 的 Galois 群 。 对 
于 的 每 一 个 子 群 刀 ， 令 万 的 固定 域 召 = 开 2 与 它 对 应 ， 那 么 
万 :一 > 万 是 G 的 子 群 族 与 XK/ 了 的 中 间 域 族 之 间 的 一 个 双 射 。 

证 设 B 是 K/F 的 一 个 中 间 域 ,我们 已 经 看 到 。 

TT:EB>G(KE/E) 

是 及 /F 的 中 间 域 族 {B} 到 G 的 子 族 { 吾 } 的 一 个 映射 ， 并 县 对 于 任 
意 中 间 域 ，GBo 降 ()= 思 .只 剩 下 证 明 , .$$ 是 G 的 子 群 族 LH)】 
的 恒 等 映 射 。 

因为 /FF 是 有 限 次 Galois 扩张 ， 所 以 G 是 有 限 群 。 设 及 是 
G 的 任 音 一 个 子 群 。 令 有 = 二 VB(H)=K3 是 有 H 的 固定 域 . 由 3.3.2， 
有 =G(K/B)= 了 (6(8)), 这 就 是 说 . 奢 :8B 是 G 的 子 群 族 { 五 } 的 
恒 等 映 射 。 因而 6 是 双 射 。 | 

我 们 以 下 用 有 瑟 < 一 >B 表示 子 群 族 { 瑟 } 与 中 间 域 族 { 五 } 的 如 上 
定义 的 双 射 。 关 于 这 个 双 射 的 细节 ， 有 以 下 

定理 3.3.4 设 尼 是 域 下 的 一 个 有 限 次 Galois 扩 域 。G 是 
K/F 的 Galois 群 。 在 3. 3.3 中 所 定义 的 G 的 子 群 族 {8B} 与 K/F 
的 中 间 域 族 {} 之 间 的 双 射 满足 以 下 条 件 ; 

(i Ge——F; {1}<—>K. 

(ii ) 设 H<—>8,， 则 [CK : 8]= |AH|I ,LE : F]=(G :万 )， 
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这 里 (G : 有 五) 表示 子 群 卫 对 于 G 的 指数 。 

(iii) Hi<—Ei:, +=1,2, Hi CH, <->281 一 万 ，， 

(iv) AH<——=E, ooEG, 则 oHo ll<—>0(B). 

(V ) Hi<—>Bi.t=1,2， 则 五 与 有 Hs 在 G 中 共 罗 寺 沁 1 与 
8; 储 F 上 共 圈 ， z 

(Vi) 万 < 一 > 互 ， 万 是 G 的 正规 子 群 入 > 了 3 是 及 的 Glaloig 
扩 域 ， 在 这 个 情况 下 G(B8/F) 衬 G/ 有 H， 

证 (i) 是 显然 的 。 

(ii) 因为 H=G(K/B), 由 3. 1. 4, LK :8]= 1H|. 
于 是 

[8B: FI=[K: FI/LK :BE1= |G|/ 1H|I=(G : H). 
(iii) 显然。 

(iV) 令 B =0(8). 设 TEAut(K)。 那 么 

TEG(IKE/E')<>T(p)=p, VPEB'=0o(E) 

<—>7T70((G9)=0(9), VaEh 
<—>0 'T0(G0)=a, VactE 
<—>0"17T70EH 
<—>TEO0OHo!, 

PL G(K/E')=o0oHo-!., 

(Vv) 设 存 在 0 EG 使 得 oH1.0-! 二 HH。。 由 (iv) 就 有 0(81) 
=E,, 及 之 ， 设 有 ;Bs 在 FF 上 共 罗 。 因为 及 /Ff 是 Calois 扩张 ， 
所 以 思 ! 到 加 ;的 了 F- 共 轿 可 以 开拓 为 下 的 一 个 FF- 自 同 构 ， 即 在 在 
0 EG=G(K/F) 使 得 o(EB!)=B,。 由 (iv),oHi0 !=H,. 

(iv) 设 五 是 G 的 正规 子 群 。 那 么 

oHo!l!=H, YoEo, 
由 (iv )， 
o(BE)=BE, VoEG. 
令 0' = 二 0 jz。 则 co EGQG(B/F)。 有 映射 
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f:G30rm>0'EG(E/F) 
是 群 G 到 群 G(B/F) 的 同 态 映射 。 设 0' EQG(B/F)。 因 为 KK/Ff 是 
正规 扩张 ， 所 以 0' 可 以 开拓 为 G 的 一 个 元 素 0， 即 存在 0 EG, 使 
得 01s= 二 0'。 所 以 了 是 满 同 坊 ， 
Ker(f)={ocEGIo(a)=a, VaE BEB}=G(K/E)=H. 
所 以 G(8/F) 宇 G/H. 
由 (ii), [BE: Fl=(G: HBH)= IG(B/F)|, 由 3.1.4, E/F 
是 Galois 扩 张 。 
反之 ， 如 果 思 /是 Galois 扩 张 ， 那 么 加 /了 是 正规 扩张 ， 所 
ol(B)=E, YoEG, 由 (iv), oHo !=H, YoEG 一 > 万 
是 正规 子 群 。 
例 ] KK=Q(M -3,3/2) 是 有 理 数 域 Q@ 上 6 次 Galois 扩 
域 ，K/Q 的 Galois 群 G=G(K/Q) 由 
ri 一 3，8/3)F>(A[ 二 3，63/ 了) 
TV-3， 3/2)F >(-A/- 383, ,2/2) 
生成 ， 这 里 =e2*4“3，G 人 SS (参看 8 3.2， 例 4) 。 
G={1,0,0?,7T,07,0?7)}, 
O03~—1,T?=1,0T7—=7T0? 


G 共有 四 个 真子 群 : 


QE) QV) QE VL) QI) 
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A= {1,0,0°)} 
Hi={1,7}, H,={1,027)}, Hs={1,07), 
其 中 4 是 正规 子 群 。 我 们 有 
0 了 0 "=H,,0*Hi0o =H. 
所 以 Hi,H;, Hs 是 两 两 共 罗 的 子 群 。 
K /QQ 的 中 间 域 与 G 的 子 群 之 间 的 对 应 关系 见 84 页 的 图 。 
例 2 K=Q(33,1),，i=M-1， 是 有 理 数 域 Q 上 8 次 
Galois 扩 域 KK/Q 的 Galois 群 G 是 由 
Oo :A/3,1)m—> (324A/ 3 yy)， 
TT :(A/3,1)F—> (A/3, -1) 
所 生成 的 8 阶 二 面体 群 (参看 3. 2 ， 例 5) 。 
G={l,0,02,0:,T,OT,02T7,037}), 
04 一 1 72 一 1 07 一 TI 。 
G 的 真子 群 计 有 
五 个 二 阶 子 群 ， 
Hi={1,0)}; Hs={1,0:7); Hs={1,07); 
H,={1l,07)};s Hs={1,7}. 
二 个 四 阶 子 群 (正规 子 群 〉， 
J 1 一 {1 0 02，03 3 
Js={1,0,7,027}= Hi x Hs=H: xH,=H,x Hs 
Js={1l,0:,037,07}= HH! X 万 :一 万 x Hs= Hx Hs, 
Hi 是 正规 子 群 ，o Hs0 1= Hs,0Hs0 1!=H,。 
令 E:=8(H)= Ki:, 4;=1,2,3,4,5 
Li=@(J)= kK i,2=1,2,3.。 
风 | 
Ei=Q(V3,1), EF =Q((1- 1) 3), 
Fs =Q((l1+1)A/ 3), 
E,=Q(iA/35),Es =Q(A 3). 
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Li 一 人 (7 )， L, 一 GO(、/ 3 )， Ls 一 (GO ts/ 3 )， 
它们 的 关系 由 下 图 表示 


(J2)L 2 Ld1) L3( 3) 


也 


习 是 

1 设 K=Q(CV2,MV3)， 则 K/Q 是 Galois 扩张 〈3.1, 刁 
禾 1 〉。 写 出 Galois 群 G9 (K/Q) 的 子 群 与 X/Q 的 中 间 域 之 间 
的 对 应 关系 。 

2.， 设 下 /FF 是 一 个 有 限 次 Galois 扩张 GG 二 G(K/F) 是 
它 的 Galois 群 ， 且 G 可 以 写成 它 的 子 群 五 ， 与 有 万。 的 直 积 : 
他 三 万 ; xH;. 售 Ki:=KH, 1=1,2， 证 明 ,，K=KiK,， 

3， 设 K=Q(V3,V -3,3/5). 

( i) 证 明 K/Q 是 dalois 扩张 。 

(ii ) 决定 Galois 群 9(EK/Q). | 

(iii) 求 出 GCK/@) 的 所 有 子 群 及 K/Q& 的 所 有 中 间 域 ， 

4， 设 KK! 入 ;都 是 域 了 的 有 限 次 Galois 扩 域 ， 并 且 都 包 
含 在 玉 的 某 一 个 扩 域 内 。 

(i) 证 明 ，Ki 太 ;是 天 的 Galois 扩 域 。 

(ii) 令 
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H={(01,0.)| Oi EG(KI/F),i=1,2, Ho IKiNkKs= 
二 0s |Ki 站 Ks ,证 明 , 五 是 直 积 G(K1/F) x GC(K,/F) 的 闻 群 ， 且 
G(K1K,/F)SH. 
(iii) 如 果 K1 间 Ks, 二， 则 
G(K1 Ks/F)SG(KI/F) x G(K, /PF)., 
5. 设 所 XX) 是 域 上 一 个 多 项 式 ，K 是 f( 耻 ) 在 FF 上 一 个 
分 裂 域 。 在 KLX] 内 ， 
f(A)=(- "lela 
asEK， 且 互 不 相同 ，ki 汪 > 0 (1 委 ; 委 ss)。 令 
g( 太 ) 二 (及 一 0 el 及 一 Gs) 
叉 令 U0, ，, UsEK 是 9( 六 ) 的 系数，B=F(uos WW 2s)。 证 
角 KK/B 是 Galois 扩 张 ， 且 G(K/E) 衬 G(K/F). 
6. 设 B=Q(V 5,/3)， 
a=yV/ (VT+V/ I + 2), K=E(a)., 
( i ) 证 明 , 四 /Q 是 四 次 Galois 扩张 , 且 CG(B/Q) 与 Klein 
四 元 和 群 同 构 ， 
(ii) 设 G(B/Q)=[{ls， 0,， 7，P}. 算出 p(aq?),，o(a?) 和 
T(a?)., 
(iii) 设 8,F,0,? 是 KK 的 Q@- 共 红 , 满 足 条 伞 8 | z==1s， 
ols=0,T 17 一 T， 记 jp 一 Do 计算 EEC) Po) IO) 和 ?(Ca)。 
(iv) 证 明 c 冬 如 ， 从 而 天 /QQ 是 八 次 Galois 扩张 。 
(v) 证 明 ，G(K/Q) 由 05 和? 生成， 并且 满 足 关 系 
v=],T ICT =0-!, ?=0?, 
从 而 G(KK/@) 与 四 元 数 群 8s 同 构 ， 
(vi) 找 出 G(XK/Q@) 的 一 切 子 群 与 XK/Q 的 一 切中 间 域 之 间 
7， 令 了 f= 下 ,是 一 个 了 元 有 限 域 ，? 是 一 个 素数 ， 只 是 下 的 
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一 个 代数 闭 包 。 则 。 取 定 一 个 整数 />> 2 。 令 Fi; 表示 上 98 中 唯 
一 的 以 次 扩 域 Fg,， 2i = pi 
F=F,CF CCF,C*"C 0, 


人 N= [Fs 


(i) 证 明 ，N 是 的 Galois 扩 域 . 
(ii) 令 P:N3Grc>ar€EN。 证 明 2 是 的 一 个 严 - 自 局 
构 ， 从 而 2 属于 和 /的 Galoigs 群 GCN /F). 
(iii) 令 G= 一 GCN/F)。 设 
H={9rinE 2Z) 
契 G 中 由 2 所 生成 的 循环 子 群 。 证 明 : 
(a) D(H)=OG)=F) 
(b) GH. 
从 而 对 于 Galois 扩张 六 /FF 来 说 ,TB 不 是 G 的 子 群 族 的 恒 等 转 
射 。 
[提示 ] 要 证明 (2) 成 这， 可 令 
=l1+ltte tli l=(1-0)/( -Li),i>1, 
对 于 任意 a9 EW， 则 a € Fi， 对 于 某 个 i; 。 定 义 0(4)= ii(a)， 
证 明 o 的 定义 不 依赖 于 二 ， 因 而 5C(Cca) 是 由 wa 队 一 确定 的 ， 并 且 . 
oEG, flo& HH, 


3.4 单位 要 

为 了 以 下 的 讨论 ， 在 这 一 节 里 ， 先 作 一 些 准 备 工 作 。 

设 玉 是 一 个 域 。8* 是 下 的 一 切 非 零 元 素 所 构成 的 乘 法 群 。 
2 是 一 个 正 整 数 .6 EF 做 一 个 7 次 单位 根 ， 如 果 6"= 1。 

FF 中 一 个 1% 次 单位 根 6 叫做 一 个 本 原 于 次 单位 根 ， 如 果 对 于 
任意 小 于 7 的 正 整数 mm 来 说 ，6" 关 1. 

设 6 EF。 如 果 65 是 某 一 个 %% 次 单位 根 ， 那 么 就 称 5 是 一 个 
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单位 根 ， 

令 丽 * 表示 不 中 一 切 单 位 根 的 集 。 则 歼 > 是 FP* 的 一 个 子 群 。 
令 丙 。 表 示 玉 中 一 切 次 单位 根 所 成 的 集 。 则 砚 。 是 下 * 的 一 个 有 
限于 和 群 。 

定理 5.4.1 (i) WW, 是 有 限 循 环 群 ，W， 的 阶 j 砂 .| 整除 


(ii) | 玉 ,;|=n<>F 含 有 本 原 % 次 单位 根 。 z 

在 这 个 情况 下 ，F 所 含 本 原 次 单位 根 的 个 数 等 于 9(n)， 这 
持 2(2) 表示 了 uler 函数 ， 即 小 于 2 且 与 23 互 素 的 正 整 数 的 个 
数 。 

(iii) 设 有 含有 本 原 7w: 次 单位 根 ，1 委 ;i 委 s， 令 2 是 0 ，…， 
ns 的 最 小 公 倍 。 则 五 含有 本 原 % 次 单位 根 。 

(iv) 设 char7=7p> 0。 如 果 丸 含有 本 原 2 次 单位 根 ， 则 
Pn 

(V) 设 F 是 一 个 代数 闲 域 。 如果 charF= 0， 则 对 于 任意 
nn ， 五 含有 本 原 % 次 单位 根 ; 如 果 charF= p> 0， 则 对 于 任意 
不 被 ? 整除 的 nn，F 含 有 本 原 % 次 单位 根 ， 

证 (i) Ws, 是 7* 的 有 限于 群 ， 而 7* 的 有 限 子 群 是 循环 群 
《2.4. 8 )， 所 以 斑 。 是 件 环 群 。 令 6 是 玖 ,的 一 个 生成 元 ，nw 是 
的 阶 。 则 和 = | 歼 。| 。 因 为 6"=1， 所 以 mln， 即 |W,| 2。 

(ii) | 琴 ,| =2<e>> 帮 。 的 生成 元 6 的 阶 为 2<e>6 是 三 
中 一 个 本 原 7 次 单位 根 . 

再 者 ，6 EF 是 一 个 本 原 % 次 单位 根 二 >6 是 歼 , 的 生成 元 。 
因此 ， 所 含 的 本 原 次 单位 根 的 个 数 等 于 瑟 , 的 生成 元 的 个 数 ， 
而 后 者 显然 每 于 9(%)。 

(iii) 设 5Ez 是 一 个 本 | 原 的 7% 次 单位 根 1 壹 is。 w 是 
N10 ne 的 最 小 公 倍 。 则 561==1， 从 而 61E 玉 ,。 所 以 561 的 阶 w 整 
除 | 玉 |，1 过 ?过 5。 从 此 || 玉 ,|, 另 一 方面 ， 由 (i)，|W,i|n. 
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这 样 一 来 就 有 | 丈 。| =2。 再 由 (ii)， 玉 含有 一 个 本 原 2 次 单位 
根 。 

Civ) 设 s€EF 是 一 个 本 原 n 次 单位 根 。 如果 2l2 、 则 
(6 7)2 一 1 一 >>(o 4?-1)? 一 0 一 6 ?二 1, 而 7/7 过 ?这 与 
6 是 本 原 ?次 单位 根 的 假设 相 违 。 

(V) 设 f(X)= 二 了 "*-1 EF[XJ]. ff'(X)= nX"* "1. 在 
charF= 0 或 charF= 二 p> 0， 而 了 小 7 的 情况 下 ，f'() 关 0，、 
所 以 大 并 ) 与 拓 () 互 素 ， 因 而 所 民 ) 没有 重 根 。 因 为 不 是 代数 
团 域 ， 所 以 f( 久 ) 在 中 有 % 个 互 不 相同 的 根 ， 从 而 |W;| 一 ?。 
所 以 FF 含有 本 原 % 次 单位 根 . EE 

现在 我 们 定义 分 圆 多 项 式 的 概念 。 

设 旭 是 一 个 代数 闭 域 。 如 果 char98 = 0 ， 我 们 取 = 是 任意 
正 整 数 ， 如 果 char 8 =7>> 0， 我们 就 取 % 是 任意 一 个 不 能 被 2 
整除 的 正 整 数 。 由 上 面 的 定理 可 知 只 含有 2p(2) 个 本 原 友 次 单位 
根 . 令 已 ,是 只 中 一 切 本 原 4% 次 单位 根 所 成 的 集 。 8 的 多 项 式 


G(X)= |] (XX-Y») 
TEPs 


时 做 一 个 分 圆 多项式， 
显然 ,degG@。( 瑟 )=2(z2)。 取 定 一 个 本 原 半 次 单位 根 人 ,那么 
BAX)= [|| (xX-7°). 
(ee wml 
令 玉 ,= 二 {5E 167==1} 是 一 切 7n 次 单位 根 所 成 的 集 。 由 3. 4. 上 1 
(ii)， 环 ,是 一 个 站 阶 循环 群 。 设 各 克 。。 姥 么 
6 是 一 个 & 阶 元 素 (L13)<e> 5 是 一 个 本 有 原 4 次 单位 根 
< 一 > 6 是 Bal( 了 XX ) 的 根 ，。 
因此 我 们 有 
(1) XxX"*-1= [| $a(X). 
| 
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定理 53.4.2 设 另 是 一 个 代数 闭 域 。 

(i) 如 果 char8= 0， 则 G。( 瑟 ) 是 一 个 最 高 次 项 系数 是 
1 的 9202) 次 整 系数 多 项 式 ，G (和 )EZX]。 

(ii) 如 果 char 只 =Z 盖 0， 则 G,( 瑟 ) 是 下 。 上 一 个 最 高 次 
项 系数 是 | 的 P(1) 次 多 项 式 ; Bn( 半 )EFbLXJ。 

证 ”对 zn 作 归 纳 法 ， 

设 charF= 二 0。 当 n=1 时 ，@1 (于) 一 对 -1EZLX] 且 最 
高 次 项 系数 是 1 。 

设 x 汪 1， 我 们 有 

X"-1=B(X) [| vacX). 


| 


1 


由 归纳 法 假设 ，] | Gal( 匀 ) 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 


dain 
1 


式 ， 因 而 是 本 原 多 项 式 ， 于 是 由 本 原 多 项 式 的 性 质 ， 
Bs()E LLX. 

河 于 char 只 =2> 0 的 情形 ， 同 样 可 以 对 2 用 归纳 法 来 证 
明 . 量 

现在 设 口 =C 是 复数 域 ， 则 GB.( 贸 )E Z[ 广 ]。 在 GC 中 ， 全 体 
n 次 单位 根 是 / 

W,= {ei nk=0,1, .72— 1), 
当 且 仪 当 (4,%)== 1 时，e?*"v-14" 是 本 原 # 次 单位 根 。 所 以 在 
CLXJ] 里 ， 分 关 多 项 式 是 
0D,( 禄 )= TI .A 


le 
加 吉 


定理 3.4.5 分 圆 多 项 式 Bn( 子 ) 在 Q[ 了 对 ] 中 不 可 约 。 

证 因为 Br( 针 )E 2[ 革 ]， 所 以 只 要 证 明 ，@，( 驰 ) 不 能 分 
解 成 两 个 次 数 都 低 于 2(2) 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 。 假 设 f( 全 ) € 
ZZ[X] 是 Bs( 革 ) 的 一 个 不 可 约 因 式 。 不 妨 设 大 总) 的 最 高 次 项 系 
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数 是 1 .由 (1), 存在 g( 羡 )E ZLX] 使 得 六 *-- 1 = 二 ff(X)g(X)， 
我 们 证 明 ，f( 孚 ) 满 足以 下 条 件 、 
《*) 设 ? 了 是 一 个 素数 且 p 小 x*。 如 果 了 (5)== 0, 则 f(6?)= 0. 
事实 上 上 ， 设 f(6?) 关 0。 因 为 在 Z[ 苦 ] 里 ， 
X"*-1=f()g(X)., 
而 6" -1 二 1(5)9(6)= 0， 所 以 
f(6?)g(67)=(67?)*- 1=0, 
从 而 g(67?)==0, 以 所 5 是 多 项 式 9( 匀 ?)E ZL 半 ] 的 根 。 男 一 方面 ， 
f(X) 也 是 QL 了 六] 中 最 高 次 项 系数 是 1 的 不 可 约 多 项 式 , 所 以 1 (六 ) 
是 6 在 Q@ 上 的 最 小 多 项 式 。 因此， 在 LX] 里 ，f(XX)|1g(X?), 
从 而 在 ZLXJ] 里，f( 了 )ijg(X?), 于 是 存在 h()E ZLX]， 使 得 
g(X?)—=f(X)h(X) 
然而 自然 同 态 
LEur—> EH/(p)=F, 
可 以 开拓 为 多 项 式 环 的 同 态 
ZLXISOf(KXK)= Dr aXir—>h(X) 
-5 aXicF,[X]. 
因为 在 Z[ 关 ] 里 ， 
Xl1=f(XX)g(X), g(X?)=f1(X)h(X), 
所 以 在 FpL Xj 里， 

Xn -1=f(X)g9(X), 9(X)= ff(X)f(X)., 
F(X)EF,LXI,H deg( (XX))=deg(f( 针 ))>0。 设 #( 久 ) 是 
f( 蔗 ) 在 FpLX] 内 一 个 不 可 约 因 式 。 因为 在 下,pLXj 内 ， 

gg (XX?)= 9(X)?, 
而 (于)| 了 有 (于 )?， 所 以 ，U( 革 )19( 革 )? ,又 因为 4( 因 ) 不 可 
约 ， 所 以 2 (和 )|19( 开 )。 注 意 到 和 -1= /| (于)g( 针 )， 所 以 
8 (和 )2j ("一 1), 从 而 XX" -1 有 重 根 . 所 以 ( 允 -1) 一 2 天 "1 
= 0 。 这样， 必须 pln 。 这 就 导致 矛盾 。 因 此 (* ) 成 立 ， 
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TT Ed hd a flip -Spr rp er 


现在 设 r 是 任意 一 个 与 7% 互 素 的 正 整 数 。 设 m= TT2t 是 mr 的 
素 因 了 于 分 解 。 那 么 对 于 每 一 个 1 ，7i; 涉 7. 设 5 是 (XX) 的 一 个 根 ， 
因为 (站 )1Ba( 半 )， 所 以 5 是 一 个 本 原 % 次 单位 根 。 由 (*)， 我 
们 有 f(6 ')== 0。 再 由 (*))，f 了 (6 7) 二 (CE!)”?)==0,. 如 此 
继续 下 去 ， 最 后 得 f(6") 一 0。 因为 (m4,7) 二 1， 所 以 56" 也 是 一 
个 本 蛛 妹 次 单位 根 。 这 样 一 来 ,所 有 的 本 原 % 次 单位 根 都 是 (六 ) 
的 根 ， 从 而 Bn()1f(X)， 于 是 XX)=Bs( 针 )， 这 就 证 明了 
G,( 瑟 ) 的 不 可 约 性 。 _ 
推论 5.4.4 设 6EC 是 一 个 本 原 % 次 单位 根 。 那么 5 在 Q 
上 的 最 小 多 项 式 是 分 圆 多 项 式 G,.(X)。Q(6) 是 多 项 式 和 -1 工 在 
Q@ 上 的 分 裂 域 ; [Q@(6) :Q]=2(z)。 : 四 
利用 Mobius 明 数 ， 可 以 得 到 分 圆 多 项 式 的 一 个 很 有 用 的 表 
达 式 。 在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 介绍 一 下 M6bius 函 数 的 概念 ， 
设 7% 是 一 个 正 整 数 。 令 
N= Pl Ps *** ps 
是 7 的 素 因 子 分 解 。 我 们 定义 
0, 如 果 存 在 ?天 7) 而 De = 2;; 
Aw(2)=1 ( -1) ,如果 2 ， ps 2 两 两 不 同 ; 
1, 如 果 ?= 1 
上 称 为 Mobius 画 数 ， 
引 理 3.4.5 当 n 宇 2 时 ， 
之 AZ) 一 0， 


1 
这 里 忆 表 示 对 % 的 一 切 正 因子 求 和 ， 
证 设 
R= pi 22 Dr 
是 1 的 素 因 子 和 此 分 解 ，P1 ,P72，,…, Pr 是 互 不 相同 的 素数 ，ei 二 0、 
1 和 :和 委 7。 我 们 有 
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全 Ad)= 之 UL(2D1T1Do2oeDy7)。 


布 凯 Z 表示 对 于 满足 条 件 0 过 a; 夸 ei(1 志 ?二 7) 的 一 切 序列 (a)， 
402， 0r) 求 和 。 去 掉 右 端的 和 里 等 于 零 的 那些 项 ， 我 们 有 
PADEAD+IAM DI tH Ds ) te tH Ps )) + 

+ (HP Ps)+ ost+ (Pr Pr)) + e+ 


+ (Pp Da。 了 Dr ) 
=1-7?+(3)*+(-1)"=(1-1)"= 0., 
利用 M5bius 图 数 ， 可 以 将 分 圆 多 项 式 写 成 比较 便于 计算 的 
定理 53,4.6 


D(X)= | ] (XE 1 40 
di 
1 所 EE 寺 负 


证 利用 (1)， 和 -9 以 


1 50; 
代入 得 
TI (Xe 1) n/a J] ( i Bel KX))"® 
攻 但 全 多 如 
1<e cs 1 1&8 


在 右 端 双 重 积 里 ， 固 定 每 一 个 5，614d,djw, 则 mn/6 的 每 一 个 因 寺 
565' 都 有 ?3/4 的 形状 反之 ， 如 果 dln 且 61 24， 那么 2/41n/6， 
F 是 上 式 右 志 的 双重 积 可 以 重新 组 合成 以 下 形 却 : 


Zu(6r ) 
| Ds(RYe'! nss) 

Sil™ 

i<S<n 
因为 6 
1l，, 1 =] 
n(6)= | 
0, 芒 n/6 1。 

Hr 
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TI (Xl) D(X). | 
1 
例 根据 上 面 的 表达 式 ， 容 易 写 出 。 
态 ! ( 及 ) 一 及 一 1 D(XR)= 了 +l Ds(XR)=XI+KX+]1; 
太太) 一 有 2 十 1 Be( 玉 )= 耳 2- 了 革 寺 1]; 男 ( 写 ) = 成 4 十 |， 
设 了 是 一 个 素数 ， 那 么 对 于 任意 正 整 数 ， 我 们 有 
Bpr (TIT)=(R?'- 1)? -1)-! 
— 有 ?Cp-D 寺 症 ? (PP-2 十 oo 十 是 ?2 十 1 
本 题 
1.， 设 是 一 个 奇数 。 证 明 ， 多 项 式 X* -1 在 F 上 的 分 列 
域 也 是 并 2 -1 工 在 不 上 的 分 侈 域 。 
2. 设 玉 是 一 个 特征 为 2 > 0 的 域 。 证 明 ， 天 内 的 一 个 pm 
次 单位 根 总 是 一 个 名 次 单位 根 。 
3. 证 明 ，Q& 的 有 限 次 扩 域 内 只 含有 限 个 单位 根 。 
4， 证 明 关 于 Euler 函数 2 的 下 列 性 质 ， 
(i) 如 采 ? 是 一 个 素数，? 是 一 个 正 整 数 ， 则 9(2") = 
2 (1 - 万) 


( ii) 如 果 (m, 1)=1, 则 9 (mz) = 9(m)P(n); 
(iii) 如 果 %= p171"， 其 中 2 是 两 两 不 同 的 素数 ， 
£1> 0(1 委 : 委 ")， 则 | 。 
1 1 
之 上 区 wo 一 -一 、 
PNR)=n( 1 7 (1 7 )。 
(iv ) 人 PH) = Nn; 
1 
(V) 令 4 和 ?分别 是 和 和 和 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 ， 
MPCmIPR) = PAI PCO). 


5， 设 2 是 Buler 消 数 ， 
(1 ) 证 明 ， 若 ?二 2， 则 P90) 是 偶数 . 
(ii ) 找 碍 所 有 满足 9(1) = 2 的 正 整 数 。 
(Ciii) 找 出 所 有 福 果 P(r) =2/2 的 正 整数 对 (2,2)， 其 中 了 
是 一 个 素数 。 
6. 证 明 关 于 Q 上 分 圆 多 项 式 6, (了) 的 下 列 性 质 : 
(i) G6(X)=Gox(X2  )， 2 是 一 个 素数 ，1>0， 
(ii) 设 2=2r2r7 (2 是 两 两 不 同 的 素数 ，1 盖 0， 
1 委 ? 委 7)。 则 
74 Dr 一 1 
BAAX)=0B, .p(X 1! ‘+:"' ). 
(iii) 如 1 是 奇数 ， 则 degBs,( 习 )=degBD,( 承 )， 
(iv) 设 了 是 一 个 素数 且 2 站 上， 则 
Dopn( KX)= D(X?)/D(X), 
(V) 若 2=p，? 是 素数 ,4>0, 则 G,(1)=2 在 其 它 情形 ， 
$,(1)= 0, 
7， 写 出 8B1so( 针 ) 和 Bs6 (XX ) 的 表达 式 ， 


5.5 分 圆 扩 域 


上 天 是 域 屎 的 一 个 Galioigs 扩 域 ， 如 果 Galoigs 群 G(K/FP) 
是 一 个 Abel 和 群 ， 那 么 就 称 玉 是 成 的 一 个 Abel 扩 域 〈 民 /5 称 
为 Abel 扩 张 ) 。 

一 类 重要 的 Abel 扩张 就 是 所 谓 的 分 圆 扩张 。 

设 五 是 一 个 域 ，98 是 玉 的 代数 闭 包 ， 昌 8/F 的 一 个 中 间 域 六 
岂 做 五 的 一 个 分 加 扩 域 ， 如 果 下 是 通过 对 也 添加 某 些 单位 根 而 生 
成 的 ， 

根据 这 个 定义 ， 如 果 玉 是 的 一 个 分 圆 扩 域 那么 
KK 二 FC(Wk)， 这 里 玉 x 是 下 所 含 的 一 切 单 位 根 所 成 的 集 ， 

定理 3.5.1 域 f 的 分 圆 扩 域 是 Abel 扩 域 ， 
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证 设 K 是 域 下 的 一 个 分 圆 扩 域 .首先 证 明 ，K 是 Ff 的 
Qalois 扩 域 . 令 Wx 是 KK 所 含 的 单位 根 的 全 体 , 设 SEWek， 
6 六 1. 令 nn 是 5 的 阶 。 则 67=1， 而 对 于 任意 1 志 m 过 %，6" 关 1， 
所 [以 charF 趟 ww。 因此 立 "* - 1 是 如 [三 ] 的 一 个 可 分 多 项 式 。 所 以 
是 及 上 可 分 元 素 。 这 样 ， 天 一 焉 ( 矿 g) 是 下 的 可 分 扩 域 ， 

再 来 证 明太 是 忆 的 正规 扩 域 。 设 K' 是 一 个 与 在 Ff 上 共 辊 
的 域 . 那么 存在 太 与 K' 的 一 个 共同 的 扩 域 村 入 到 下 ' 的 一 个 站- 
同 构 o。。 我 们 有 K=F(Wkr)，K'=F(o(Wx))， 这 里 

o(Wexr)={0(6)| 6EWxk). 

因为 0 是 到 K' 的 同 构 上 映射， 所 以 5C( 歼 kx) 恰 是 KK' 所 含 的 单位 
根 的 全 体 柬 上 。 于 是 及 '=F(Wr' )。 设 SEWx 是 印 k 的 一 个 
阶 元 素 。 则 567"=1。 从 而 (6)"=1。 所 以 0(6)EWx'。 这 样 ， 
.0(6) 也 是 一 个 次 单位 根 。 然 而 1, 5,…, 56"-1E M 是 全 部 nn 次 
单位 根 ， 所 以 必 有 某 一 个 i，0 过 i 过 nr-1， 使 得 o(E)= 61:。 所 
以 rr(o)E 歼 r， 从 而 厂 m 二 0(Wx) 必 Wx。 以 o-"!1 代 oo， 我们 同 
样 地 可 以 得 出 。 矿 k 忆 Wx’ ,这样 。 Wx=Wrx' 而 KK 二 KK', 所 LK 
是 请 的 Galois 扩 域 。 

以 上 证 明了 KK/F 是 Galois 扩张 。 

现在 证 明天 /8 是 Abel 扩张 设 0,TEG(K/F)， 由 以 上 的 
证 明 可 知 ， 对 于 任意 56EWWx， 存 在 整数 i 和 27， 使 得 0(6)= 61， 
T(6)=6’。 于 是 

oT(6)= 6i1=7T0(6). 
由 于 KK= 了 (Wx)， 所 以 对 于 KK 的 任意 元 素 4 都 有 oT7(@)= 
TO0O(G)。 所 以 oT 二 ToO， 即 G(K/F) 是 Abel 群 。 | 

定理 3.5.2 设 天 是 域 有 的 一 个 扩 域 。 对 于 素来 说 ， 以 下 两 
个 条 件 是 等 价 的 : : 

(i) 下 是 Ff 的 有 限 次 分 圆 扩 域 ; 

(ii) 存在 一 个 本 原单 位 根 6E 扩 ， 使 得 K = FP(6)， 
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证 〈i) 一 >(ii) K=F(Wzx)。 因为 [LK :有 <co， 所 以 
总 可 以 选取 有 限 个 6 6sE 太 gr， 使 得 太一 下 (cl 6s)， 这 
里 61 是 一 个 本 原 0 次 单位 根 ，1 委 ; 委 s。 令 2 是 加 ,ae 的 了 基 
小 公 倍 .由 3.4. 1 ,Wx 含有 一 个 本 原 % 次 单位 根 6; 而 61=6 “， 
这 里 ms 龙 某 一 个 正 整 数 ，1 志 1 夺 s。 于 是 
K=F(G9°, GEF(OCPF (WA)SEK, 
所 以 K = F(6), 
(ii) 一 >(i) EkK=F(6) 是 分 贺 扩 域 ，HLK :太一 co。 上 
设 % 是 一 个 正 整 数 。 今 a = 二 a mod nn 是 整数 a 关于 以 7 为 模 
的 剩余 类 。 我 们 知道 ， 
{a la€EZs, (a,7n)=1)} 
作成 剩余 类 环 Z/(7) 的 一 个 乘法 群 ， 称 为 以 7 为 模 的 不 可 约 市 
余 类 群 ， 记 作 ( 忆 7/(2))*。 
定理 3.5.3 设 2 不 能 被 域 不 的 特征 整除 ， 。 是 一 个 本 原 9 
次 单位 根 。 那 么 分 圆 扩 域 K=F(6) 的 Galois 群 G(K/F) 与 
(27/02))# 的 一 个 子 群 同 构 。 
证 65EK 是 一 个 本 原 〖 次 单位 根 ， 因 此 下 含有 全 体 $ 次 单 
位 根 所 成 的 % 阶 循环 群 玉 ,，656 是 玉 ; 的 一 个 生成 元 。 设 0E 
GCK/F). 则 oC(6)EW， 也 是 一 个 本 原 3 次 单位 根 ， 所 以 
0(6)=6"", 
这 里 »(0) 是 一 个 与 2 互 素 的 整数 。 如 果 印 是 一 个 整数 ， 使 得 
0(c) 王 cm 则 
MEEDCIJ) modn., 
入 0,TEG(K/F)， 那 么 
ELV-oT(E)= 6 7) 
因此 
vy(OT)EVCO(T) modn, 
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2 :GG(K/F)So > P70 EL/(n))* 
是 群 G(K/F) 到 群 (ZZ/(n))* 内 的 同 态 上 映射。 如 果 

p(0) 汪 ] mod7, 
则 ol5)= 6; 从 而 =1， 所 以 ?是 单 射 。 这 就 是 说 ，G(K/F) 
与 ( 刀 /(1))* 的 一 个 子 群 同 构 ， h 

设 了 是 一 个 域 ，?% 是 一 个 正 整 数 且 charf 人 小 *。 我 们 知道 ， 
在 F 的 一 个 代数 闭 包 名 内 的 全 体 % 次 单位 根 作 成 一 个 n 阶 循环 
群 评 ,，。K 太 二 了 (WV,) 是 多 项 式 科 * -1 在 下 上 的 分 裂 域 。 我 们 有 
K=F(56)，6 是 一 个 本 原 7 次 单位 根 ， 由 上 面 所 证 的 定理 , KK/F 
是 一 个 Galois 扩张 而 群 G(K/F) 与 (ZZ/(7))* 的 一 个 子 群 同 构 ， 
这 个 同 构 是 这 样 建立 的 : 
pp:G(K/F)3o > I(0) EZ/(n))*, 


这 里 0(6)= 6 中 剩余 类 ?(o) 不 依赖 于 全 ， 的 生成 元 6 的 选 
取 。 事 实 上 ， 设 "也 是 一 个 本 原 次 单位 根 。 那 么 KK = FP(6')， 
我 们 有 6' =6°， 这 里 4 是 一 个 与 ? 互 素 的 整数 。 设 wx(ec')= 
=6 "0。 于 是 
o' "VM=g(6')=0(6)=0(6)° 
一 Ce) 一 6! "0 
所 以 
v'(0)=r(0) modn, 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 以 下 的 
推论 5.5.4 设 户 是 一 个 域 , 4 是 一 个 正 整 数 且 char 灰 十 ?。 
多 项 式 和 * - 工 在 不 上 的 分 裂 域 玉 是 一 个 Abel 扩 域 。Galois 群 
G(K/F)S(ZO/(R) + 的 一 个 子 群 同 构 ， _ 
例 1 令 丽 ={(e2xsziin 7 一 1， 2，… 0 人 Kn~1} 是 复数 域 
龙 内 一 切 单 位 根 所 成 的 集 。C 的 子 域 Q( 太 ) 是 QQ 的 一 个 无 限 次 的 
Abel 扩 域 。 
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例 2 令 f= 玉 , 是 4 元 有 限 域 ，m 宇 2 是 一 个 正 整 数 且 (m， 
9) 二 1]。 6 是 一 个 本 原 m 次 单位 根 〈( 含 于 的 攻 一 个 扩 域 内) 。 
设 K=F(6),。 则 Wx= K. 
[K: Fl=[F(6): Fail=j, 
这 里 了 是 请 足 
df==L mod m 
的 最 小 正 指数 。 它 是 群 (Z/Cm))* 中 4 所 在 的 剩余 类 4 的 阶 。 因 
此 G(K/F) 与 (ZZ/(m))* 中 由 4 所 生成 的 子 群 ;4 4 ) 同 构 ， 
最 后 ， 利 用 前 一 节 有 关 的 结果 ， 我 们 有 
定理 3,5.5 对 有 理 数 域 Q@ 添 加 一 个 本 原 % 次 单位 根 6 所 得 
的 分 圆 扩 域 =Q@(6) 是 Q@ 的 一 个 9(1) 次 Abel 扩 域 ， 这 里 
(nn) 表示 Buier 图 数 。， Galois 群 G(K/Q) 由 一 切 
Ca: om>6, (a,n)=1, 
组 成 ， 它 与 以 ?2 为 模 的 不 可 约 剩余 类 群 (/(2) 关 同 构 ， 
证 ”定理 的 前 一 个 断言 是 3.5. 2 和 3. 4. 4 的 直接 结果 。 只 剩 
下 证 明 后 一 个 断言 。 由 3. 5. 3， 
» :GC(EK/Q)Ior—> V0)E (ZL/(R))* 
是 一 个 群 同 态 单 射 ， 这 里 o(6)=6'Y。 另 一 方面 ，|G(K/Q)| 
二 [LK : QJ]== P07)= |1(Z/(7))*|, 所 以 ?是 满 射 . | 
为 了 确定 而 见 ， 我 们 把 对 有 理 数 域 Q@ 添 加 一 个 本 原 % 次 单位 
根 6 所 得 的 分 圆 扩 域 Q(e) 叫 做 圆 的 ?分 域 。 


习 题 
1. (i) 设 ? 是 一 个 奇 素 数 . 证 明 不 可 约 剩余 类 和 群 
(ZZ/(p"))* 是 一 个 阶 为 2 -1(2- 1) 的 循环 群 。 
(ii) 当 Pp 二 2,7 二 1 或 2 时，(i) 也 成 立 。 
(iii)” 当 % 3 时， 不 可 约 剩 余 类 群 (Z/(2"))* 是 一 个 二 阶 
循环 子 群 与 一 个 2" ”1 阶 循环 子 群 的 直 积 。 
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2. 设 玉 /有 是 有 限 次 Galois 扩张 。G 是 它 站 Galoigs 群 ， 
妃 是 G 的 一 个 子 群 ， 召 是 与 妃 对 应 的 六 /下 的 中 间 :。 证 明 ， 肆 / 丈 
是 Abel 扩 张 当 且 仅 当 瑟 二 [G,G]， 这 里 [G，G] 表 示 G 的 换 位 子 
群 ， 

3， 设 K1, 尺 2 都 是 域 了 的 某 一 个 代数 闭 包 昌 的 子 域 , 且 太 ;二 
之 下 都 和 证 Abel 扩 域 ，i=1,2。 证明 ，K1 太 ;也 是 的 Abel 扩 
域 。 

4 设 m，% 是 两 个 正 整 数 ，4 和 7 分 别 是 叉 ，Y% 的 最 大 公 
约 数 和 最 小 公 倍 数 。 令 下, 入 ,分别 表示 圆 的 和 分 域 和 2 分 
域 。 证 明 ，Kn 人 ,是 圆 的 4 分 域 ，KmK ,是 圆 的! 分 域 。 

5 令 KK: 二 QQ(6) 是 加 的 4 分 域 ，56 是 一 个 本 原 % 次 单位 
根 ， 

(i) 设 了 是 一 个 奇 素 数 。 问 [Kpr : Q]=? 


(ii) Ks,=Q,K,=Q(V- 1). 

(iii) 当 7 宇 3 时 ，K2sr:= 一 Q(V- 1)Q(cos(7z/2r-!1)), 和 且 
QV - 1)NQ(cos(z/2r 1)=0., 

6. 记号 同 第 5 题 ， 

( i ) 确定 天 s/Q 的 所 有 中 间 域 ， 

(ii) 确定 天 s/Q 的 所 有 中 间 域 ; 

(iii) ”确定 及 1/Q 的 所 有 中 间 域 。 设 是 一 个 本 原 7 次 单 
位 根 ， 求 + 5” 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 。 

7.， 设 322，65 是 一 个 本 原 站 次 单位 根 。 则 [Q(C6A+CE-I) : 
: Q1= 9(7n)/2. 
3.6 范 和 迹 

我 们 以 下 将 讨论 另 一 类 重要 的 Abel 扩 张 这 种 扩张 的 
Galois 群 是 循环 群 ， 为 此 ， 在 这 一 节 里 ， 先 介绍 范 和 迹 的 概念 ， 
这 两 个 概念 本 身 也 是 重要 的 ， 
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设 是 域 f 的 一 个 有 县 次 扩 域 ，88 古 的 一 个 包含 下 的 代数 
闭 包 。 令 01，…,0m 是 K 到 妨 内 的 一 切 互 不 相同 的 了 了- 共 力 。 对 于 
aEkK， 定 义 


一 LK £F) 
NS(Caw)= (II via) ) 加 
,一 上 


称 为 4 的 范 。 定 义 
TCa)=[K :Pl Soro), 
j=1 


称 为 4 的 迹 ， 
下 面 我 们 即将 看 到 ， 范 和 迹 都 是 域 环 的 元 素 《〈 见 3.6.2) ， 
因而 不 依赖 于 代数 财 包 马 的 选取 。 当 天 /及 是 可 分 扩张 时 ， 
[LK : fj;= 1, 在 不 致 引起 混 消 的 情况 下 ,我 们 这 时 将 Wz 和 2 分 
虽 简 与 作 和 了 : 
No)l= Tos(o); 7(o= TE os(a). 
1=1 ™ 1 
例 1 设 K=C，F= 尺 ，9 = C。 那 么 KK 到 C 内 的 及- 共 较 
只 有 两 个 . 即 C 的 恒 等 自 同 构 lo 和 对 合 0:4tbV/-1m> 
a~-b、/- 1(a,bER). 于 是 
N(at+bi)= (arbs)(a~ bi)= 42 十 D25 
T(at+bi)= (G+b1)+ (4-0b1)= 20。 
例 2 设 char =p>>0,，EK=F(@) 是 一 个 7 次 单 扩 域 ， 
f( 对 ) 是 4 在 上 的 最 小 多 项 式 ， 旭 是 的 一 个 代数 闭 包 ， 和 ;是 
f( 革 ) 的 可 分 次 数 ，p* 是 f( 际 ) 的 不 可 分 次 数 。 那 么 在 BL] 内 ， 
厅 素 )=( 天 一 Qi)pewe( 忆 一 Com)7e， 
Qi1 …， wan 了 两 两 不 同 ，4a = Qi .于 是 


Ns(a)=( IT a;) 3 
了 一 1 
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ee rt rr ei me i - 


Zz(C)=2e。 之 Gy。 
一 工 


特别 ， 如 果 a 是 可 分 元 素 ， 则 24(a) 就 是 帮 蕊 ) 中 号 "的 系数 改 
变 符 号 。N5(a) 就 是 1f( 了 对 ) 的 常数 项 乘 以 ( - 1)"， 

定理 5.6.1 设 玉 是 域 下 的 一 个 有 限 次 Galois 扩 域 ， 
G(K/F)= {oO0m}， 那 么 对 于 任意 EK， 


NSs(a)= | 1 cc) 


j=1 
TECG) - > oj( a). 
一 


证 ” 取 定 KK 的 一 个 代数 闭 包 介 。 因 为 /Ff 是 dalois 扩张 ， 
所 以 01 Im 就 是 玉 到 另 内 的 全 部 了- 共 轿 。 又 因为 /FF 是 可 
分 的 ， 所 以 [ 慌 : Fj] 二 1， 中 

定理 5.6.2 设 天 是 域 三 的 一 个 有 限 次 扩 域 。ay PE 天 。 

(i) Ns (ab)=N# (a)NE (BP), TE (oa+B)= TE (a)+ 
+ Tr(p). 

(ii ) 如 果 aEF， 则 

Nz(a)= alr:r), Ti(Gg)=[K :Floa, 

(iii) 设 f( 半 )= 了 " 二 qa 了”! 二 +4n EF[X] 是 a 在 

F 上 的 最 小 多 项 式 。 则 / 
NE(G)=(( -1)"an) :7?(°))) 
Ti(a)= -LK: F(G)]a:. 
因此 ，Ni(a),， TE(a)EF. 
(iv) 设 吝 是 尺 /F 的 一 个 中 间 域 。 则 
WzCN3CG)) 一 Neo) TETE(O0))= TE(G). 
(由 (iii), NS(6), TS(a)EB). 
证 (i) 直接 由 定义 得 出 。 
(ii) 因为 [LK :f=[ 及 :Fs[K ; FF1,， 再 根据 2. 8. 5 ， 
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即 可 得 出 (ii). 
(iii) 令 四 = Fw)， 态 二 四 三 六 。 取 定 玉 的 一 个 包含 美的 代 


数 财 包 。 设 {01 »""", 0mj} 是 一 切 有 B 到 9 内 的 了 f- 共 较 ， (TY 9 ”9 TI 


是 一 切 K 到 如 内 的 B- 共 罗 。 由 2. 6. 1 ， 
[cr7zl 1 <tEm, 1<IE!) 


是 一 切 天 到 号 内 的 正 - 共 力 。 由 2.8.5，[ 天 : 轧 ]*=:， 而 
[K: EJ=[EK: ElLK: El=lLK :Ei, 
又 由 2.8.6, [KK: Fj=[K :BjLEB :Fj:。 因为 GEE， 所 以 


: CK: pp), 
| | OrT)(G) 
了 一 


( [I Or(o)! ) 
-( 一 ) 


Nr(0)= 


Or(O) 


(KEK * EJ[lEg? F), 
Lj 


Ti IEC) 
同样 地 ， 
T*(a)=[K ;BLE: PD oo). 


因为 oi : 娘 = 了 (a)->F(0,(Q)) 是 到 日 内 的 了 - 共 斩 ， 由 2. 2. 7 ， 
01(0),…,0m(0) 恰 是 f(XY) 的 一 切 互 不 相同 的 根 ， 六 以 


f(X)=( TI (X -ox(0)) ) 
k—1 
=( Xm 5 Iowa) 有 天 由 -1 十。 十 
k=1 
+(—1)”m 1 Gr(a) ) 


=l1 


如 果 F 娘 :Fj 二 1， 则 w= 二 n， 这 时 (iii) 成 立 。 设 [LB :有 = 
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=7/>>1, ?=char », f>0, 那么 


a =(- 1)"°( TT oo) 大 =- 人 [T ee) )” 
k=l 


bl 
而 
x Di n LIK:E’ 
No)=( TT oa))? CK :BI=(( -1)"0,) 
EE=]1 二 
在 这 个 情况 下 ， xi 一 0， 和 而 
TECo)= PILK :EF] > oi(a)=0, 
=1 
所 以 (iii) 成 立 。 
(iv) 记号 同 (iii)。 我 们 有 
i . 
Ns(a)=( TIT7so)) "ep. 
1=1 
于 是 


NsCNsCa))= Ns(( TL rso) ) 
f=1 
| . 
=(N( TT) 
1=1 
=( IT'II oT) ) 
b=1 =] 
同 t * 
=( TI TT er Ce) ) ”SCa)。 


b=1 了 = 工 


为 一 方面 ， 


Ts(G)=[K :EJ, > T(EEB., 
=1 
所 以 


Tr(TE(0O))=LK : BLE: 


一 -一 


=-[K: FYE 袜 orry(o)=28(a)， | 
习 题 

1. 证 明 ， 在 范 和 了 迹 的 定义 里 ， 取 五 的 一 个 包含 的 正规 扩 
域 和 来 代替 ， 这 样 定 义 的 范 和 迹 与 原来 的 定义 是 守 价 的 。 并 且 
这 个 定义 不 依赖 于 六 的 选取 ， 

2、 设 f= 二 下 ,是 一 个 9 元 有 限 域 ，K 是 下 的 一 个 有 限 次 扩 域 . 
证 明 : : 

N:KkKS3arm>N(a)EPD, 
T: Kam>Ti(Q)EF 
都 是 玉 到 了 的 满 射 。 

3.， 设 太 是 域 上 一 个 有 限 次 可 分 扩 域 . 对 于 任意 4, PE 天， 

定义 
B(x,y)=T(ah). 
证 明 ，B : K x K-> 了 是 一 个 尘 退 化 对 称 双 线性 消 数 ， 

4. 设 KK 是 域 上 一 个 次 可 分 扩 域 .证明 ， 政 中 ?个 元 索 
GQ,02 ,G4 构成 在 FF 上 一 个 林 必 要 且 只 要 Rwx7n 入 隆 (B(a,， 
0Q));, y=1 非 退 化 ， 这 里 B 是 第 三 题 所 定义 的 双 线 性 阴 数 。 

5、 设 及 /Ff 是 一 个 7 次 可 分 扩张 ，Q1,*…, 0, 是 KK 在 F 上 一 
个 基 , 行 列 式 det(B(at, G3)) 天 做 K/F 的 制 别 式 . 这 里 B(a,, ay ) 
=T(G0,), 1,)=1,2, ,7 

(i) 证 明 。 如 果 pt,*…,B, 也 是 天 在 上 一 个 基 ， 则 
det(B(B:,B,))=cdet(B(G,, 0;)), 这 里 c 是 下 中 一 个 非 等 元 
< 

(ii) 设 下 =F(a) 是 单 扩 域 ， 对 于 基 1,0,…,a” ， 计 算 
KK/F 的 判别 式 ， 
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3.7 循环 扩 域 
设 下 是 一 个 域 ， 到 是 妨 的 一 个 Galois 扩 域 。 如 果 Galois 
群 G( 玫 /已 ) 是 一 个 价 环 群 ， 那 么 就 称 玉 是 下 的 一 个 循环 扩 域 ， 相 
应 地 ，K/F 称 为 循环 扩张 ， 
天 于 人 逢 环 扩张 的 信息 是 清楚 的 。 我 们 先 做 一 点 准备 工作 
引 理 5.7.1 设 K 是 一 个 域 ，5S 是 五 的 一 些 自 同 构 所 组 成 的 
集 。 则 SS 在 玉 上 线性 无 关 . 
证 ”如果 存在 ,InmES 和 KK 中 不 全 为 等 的 元 素 41,*…， 
4n， 使 得 对 于 任意 a EK 来 说 ， 都 有 
《1) Qo) ta,.0.(0)=0, 
可 设 m 古 5 中 满足 这 样 线性 关系 的 元 素 的 最 小 个 数 , 显然 m>1. 
因为 0 了 状 0;， 所 以 存在 hEK， 使 得 o1.(B8) 关 0;(B6)。 对 于 任意 
GEkK， 我 们 有 
gy 0s Ca) 0 (BY Hau, Ca) B) ar CD) 
=A0.(Of)+a.0,. C08)+ +a on,(0p)=0. 
另 一 方面 ， 用 01(6) 乘 (1) 式 得 
Qo1(G)0.(p)+as 0 (0G)0. (Pp) + 
+aon(a)o(p)=0., 
把 这 两 个 式 子 相 减 得 
G2 (0s(B) -0o.(B))os (Ga) + 
tan(0on.(p) -o.oo)=0. 
因为 6, 隆 0，0，(6) -ol(8) 关 0， 这 样 一 来 就 得 到 4 中 元 素 的 一 
个 更 短 的 线性 关系 。 与 mn 的 最 小 性 巴 盾 . 上 
引 理 3.7,.2 设 K 及 是 域 也 的 一 个 次 人 循环 扩 域 , 0 是 Galois 
群 G(K/F) 的 一 个 生成 元 。 对 于 KK 中 的 元 素 4， 
(i) TE(G)=0< 二 > 存在 PEK 使 得 a=pb -0(p)， 
(ii) Ni(a) 二 1 < 之 存在 PEK，P 关 0 使 得 a=Bo(B)…!。 
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证 CCBN 人 IO]。 我 们 有 
有 (wa) 一 2A4C0) 一 C++0CQ) 二 二 IT IaG)， 
N(a)= NE(G)=a0(0)"%0 "l(a)., 
(i) ”如 果 存 在 BEK， 使 得 a=6 -olp)， 则 
T(g)=T(p ~- op))=p +o(p) +t +o I(p) 
-0(p)-.… -0 (fp)-o0°(p)=0. 
有 反之 ， 设 T(&)==0。 我 们 可 以 如 下 地 选取 EK, 使 得 T(7)=1; 
首先 ， 由 3.7. 1 ,1,0,*…,0”! 在 K 上 线性 无 天 ， 所 以 1+0+… 
+I 关 0。 内 此 存在 65E KK， 使 得 
T(6)=6+0(6)++0" 1(60)0. 
由 3.6. 2 (iii)，T(6)EF, 所 以 T(6)-1€EF。 从 而 0(T(6)-16) 
二 T(6)-i10(6)， 取 7 =T(6)-16<K。， 那么 
T(Y)=T(0)"1O0O +T(O) loG(6)++ T(0) io"™™(6) 
=T(0)-1T(0)= 1, 
现在 取 


P=ary+(ato(o))o(7)+ (oto(o)+0o (0))0 (7) + ee 
+ (oatoa)te to (Go 2 ), 
则 | 
o(pb)=o(a)o(7)+(o(0G)+o (0))o (yy)+(o(o)+ 
十 Oo)TO (0G))0 (VY) + +t 
+(o(G) TO 过 TI” (GG))o" 1(y). 
因为 TC(@)=0， 所 以 oC(@) 二 十 0"-1(@) 一 -a 于 是 
pp-op)=ay+ao(7)+ao(y) + 
十 QOT ?*(y)+ao"™(y) 
一 Q( 二 GO) 二 十 IN)) 一 CD) 一 ww， 
(ii) 如 果 a=Apo0p6)-:， 那 么 oa)= 一 rz06)o705) -1 
而 0 (1B) = 三， 所 以 
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mi ut PE ht re di -rir “i 


好 一 入 一 1 
No)= [loico)= [oicpyosrcp)!=pBp"!=1, 
了 = 了 一 0 


芭 之 ， 设 W(a)=1， 则 wa 和 0， 因 为 lc,…， 0 1 线性 无 关 ， 所 
以 存在 ?YE€ K， 使 得 
P=an+a0(a)0(n) + ao(a)o (a)o2(Yy) + 
+ao(o)+e0r-l(g)o" 1(n)A0, 
KOO) OT Ca)07102)=NWOa)on IJ)=In II)。 所 以 
Qip=7+o(0)g nN) + oO) 0 (0) or 2( 人 7) 十 
oaye0n-lI(C)JOnr 1(N)=o(p). 

所 以 oa= po(p)- i. 

现在 我 们 来 研究 有 限 次 循环 扩 域 的 构 利 。 先 证 明 

定理 3.7.3 设 F 是 一 个 域 且 char f= 二 ?>>0， KK 是 下 的 一 
个 % 次 循环 扩 域 如果 n=mp!,(m. 2) 二 1, 了 了 宇 0， 那 么 存在 一 岂 
中 间 域 

KEE E:=F, 
其 中 K 太 是 Bo, 的 一 个 m 次 循环 扩 域 ， 而 召 ,-1 是 ,的 一 个 了 次 循环 
扩 域 ，1<; 和 1 ( 若 人 >0) ， 

证 因为 G=G(K/F) 是 循环 群 ， 所 以 G 的 每 一 个 于 群 都 是 
正规 的 ;又 因为 C 的 每 一 个 子 群 和 每 一 个 同 态 像 都 是 循环 群 ， 记 
以 对 于 K/F 的 每 一 个 中 间 域 来 说 ，K/E 和 B/F 都 是 循 环 扩 
张 。 由 此 容易 推出 ， 对 于 KK/F 的 任意 两 个 中 间 域 工 ，M， 如 果 
FCLCMCK， 则 M/L 是 循环 扩张 ， 

G 有 了 唯一 的 m 阶 人 循环 子 群 万 。 今 = B( 玉 ) 是 互 的 固定 域 ， 
则 十 =G(KK/Bo)， 太 是 Bo 的 一 个 m 次 循环 扩 域 ， 而 加 ,是 下 的 一 
个 pf 次 循环 扩 域 。 因 为 G(Bo/F) 是 一 个 9! 阶 循环 群 ， 所 以 有 
一 个 正规 于 群 链 ， 

{(e}=GCo<c 人 …<Gr <Gr 一 Go )， 
这 里 |G,|=8i,， (G1: G41-1)=7，i 二 1 了. 令 
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E={(oEkoio(a)=a, YIOECGI 

是 G4 的 固定 域 。 由 基本 定理 ， 我 们 有 

(a) Eo2BoO** OF:_i bps:=F; 

(b) LE, : Bj=(G;,: G1)=7; 

(Cc) GQG(E._1/E,)G/G ,i. 
所 以 如 -1 是 已 :的 一 个? 次 傅 环 扩 域 ，? 二 1,*…,. 

由 于 这 个 定理 ， 对 于 一 个 7 次 循环 扩 域 的 讨论 可 以 归结 为 以 
下 两 个 情形 ; 

情形 1 2 一 char F=p>0。 

情形 2 char F=0 或 charF=7p>0 人 但 (7,7)=1, 

在 情形 1 ， 循 环 扩 域 的 结构 由 以 下 定理 完全 解决 。 

定理 3.7.4 设 char 巨 =2?>0。 玉 是 下 的 一 个 2 次 循环 扩 - 
域 当 且 仅 当 玉 是 玉 上 一 个 形 如 和 2? -站 -~ a 的 不 可 约 多 项 式 共 分 怕 
域 ， 这 时 K =F(a)，G 是 ?于 -a 的 任意 一 个 根 。 

证 设 K/F 是 了 次 人 循环 扩张 ， G=G(K/F) 是 一 个 了 阶 循环 
群 。 令 0 是 G 的 一 个 生成 元 ,由 3.6.2(ii), TE(1)=[K :Fl*1= 
P'1 一 0 。 于 是 由 3.7.2(i)， 存 在 PEkK， 使 得 hf-0(p)= 1.， 
令 a= -Bp。 则 0(@)=@T+1 关 9。 所 以 a 和 因为 [LK : Fl1=7， 
所 以 K/F 没有 真 中 间 域 。 因 此 必须 K=F(a)。 然而 0(9?)= 
一 O(a)? 一 ?二 1， 所 以 oapz -0)=02-G。 所 以 0G=Q2 -0 
E 太 。 这 样 ，% 是 下 上 多 项 式 所 王 ) 王 和 2 -三 -4 的 一 个 根 。 辕 . 
为 deg(f( 卫 ))=7=[K : Fj， 所 以 f(X) 在 FLX] 中 不 可 约 ， 

令 7 了 EF,，F ;是 玉 的 素 域 。 则 ?= 73。 于 是 

(G+JI)?- (G+))-d~=oar?-0-a=0. 

所 以 a 十 IEK 也 是 (对 ) 的 根 ，3) 二 0,1,…, 7 了 1。 如果 i, jEFp。， 
1 天 )， 则 wa+1i 天 wa+7。 这 样 一 来 。a+J， J 二 0,1,…，,P 了 -1 恰 是 
f( 和 ) 的 全 部 根 ， 它 们 都 属于 玫 ， 因 此 ， 开 = 下 (a) 是 天王 ) 在 克 
上 的 分 农 域 ， 
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最 后 ， 显 然 了 Ca) 一 8Ca+7)，7=0 ly2 一 1。 

反 过 来 ， 设 六 是 天 是)= 和 7 -了 戏 ~aE€ 8F[ 了 1 在 上 的 分 裂 
域 。 我 们 先 不 要 求 帮 总 ) 在 玫 开 ] 中 不 可 约 。 设 waE 天 是 扰民 ) 的 
一 个 根 。 由 .上 一 段 的 证 明 ， 我 们 看 到 ，F(a) 包含 天 屋 ) 的 全 部 
根 wa+J yj=0,1…，2D-1， 这 些 根 两 两 不 同 。 所 以 到 = 了 Ca) 是 
的 可 分 正规 扩 域 ， 因 而 是 Galois 扩 域 ，G = 二 GC(K/ 了 ) 的 每 一 
个 元 素 z 由 它 在 ac 上 的 作用 完全 确定 .Y(a)=4+J7 对 某 一 个 JE 
Fs, 如果 7T,T' EGG，T(a)=a+J Ta)=a4+7I， 那 么 TYTT (2) 
=4+J+7。 因 此 ， 

0 :G77 IEF,G, 在 T(G) 一 QG 十 7] 

是 群 G 到 以 ?为 模 的 剩余 类 加 群 下 ,=Z/(7) 的 一 个 同 态 单 射 。 
于 是 G 衬 I1m9 己 Z/(7)。 因 为 了 .是 一 个 素数 ， 所 以 Im9 = {1}. 或 
Im9 = /(7?)。 如 果 是 前 者 ， 则 G 二 {1} 而 [LK :8]=1， 从 而 a 
EF， 这 时 f( 了 对) 在 fF[ 了 1 内 已 经 完全 分 解 成 线性 因 式 的 乘积 . 
这 样 ， 如 果 f( 了 对) 在 F[ 革 ] 中 不 可 约 ， 必 须 G 兰 C/(D) 这 时 6G 
是 一 个 2 阶 循环 群 。 四 

推论 ;3.7.5“ 设 五 是 一 个 特征 为 7>0: 的 域 那 么 多 :项 式 
f( 卫 ) 二 于? -天 -a€EF[ 久 可 或 者 不 可 约 ， 或 者 在 FL 六 ] 中 完 金 
人 . z 

“ 设 f( 肝 ) 在 FLX] 中 不 能 分 解 成 线性 因 式 的 乘积 。 令 

了 了 在 天 的 某 个 代数 因 包 局 内 的 一 个 要 且 a&F。 那 
么 由 3.7. 4， 太 = 了 F(a) 是 一 个 了 次 御 环 扩 域 。. 这 样 一 来 ，f( 了 六 ) 
就 是 4 在 Ff 上 的 最 小 多 项 式 ， 因 而 (站) 不 可 约 。 

现在 我 们 来 讨论 情形 2 。 这 时 要 对 基础 域 了 作 一 反 限 制 ， 邯 

要 求 下 含有 一 个 本 原 1 次 单位 根 ， 

/ 注意 由 3.4. 1，(iv), 如 果 五 含有 一 个 本 原 mn 次 单位 根 ,: 必须 
有 charf=0 或 charFf=7, 而 了 修 *。 因 此 只 能 是 情形 2.、 

我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 
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引 理 5.7.6 设 7n 是 一 个 正 整 数 ， 域 含有 一 个 本 原 7 次 单 
位 根 5s。 如 果 4 是 2 的 一 个 正 因子 而 0 关 0 是 上 多 项 式 和 4 -0 
的 一 个 根 。 那 么 和 2 -4 有 2 个 两 两 不 同 的 根 ，ay, Ia，…， 9I4-10， 
这 里 ”是 一 个 本 原 4 次 单位 根 ， 而 天 = 二 了 l(a) 是 多 项 式 和 4 -4 在 
FF 上 的 分 裂 域 ， 并 且 是 下 的 一 个 Galois 扩 域 ， 

证 因为 Ff 含有 一 个 本 原 % 次 单位 根 6， 而 4lx， 所 以 ?= 
二 6"/4EFR 是 一 个 本 原 4 次 单位 根 设 a 关 0 是 了 Xs-a€ FE[X] 
的 一 个 根 。 那 么 Ga, 9 ay,…,9Ia -10 是 各 4 -a 在 F(Q) 里 的 一 切 根 ， 
且 两 两 不 同 。 因 此 , F(a) 是 可 分 多 项 式 到 4 -a 在 F 上 的 分 裂 域 ， 
因而 是 五 的 一 个 Galois 扩 域 。 

定理 3.7.7 设 是 一 个 正 整 数 。 域 下 含有 一 个 本 原画 次 单 
位 根 5 。 对 于 不 的 一 个 扩 域 来 说 ， 以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) K 是 FF 上 一 个 形 如 Xs -了 的 不 可 约 多 项 式 在 Ff 上 的 
分 裂 域 ， 其 中 41%n。 这 时 KK 二 了 (B)，B 是 对 * -5 的 任意 一 个 根 。 

(ii) 下 是 FF 上 一 个 形 如 对” -a 的 多 项 式 在 上 的 分 裂 域 。 
这 时 KK= F(a)，G 是 子 ” -4 的 任意 一 个 根 . 

(iii) 公 是 天 的 一 个 4 次 循环 扩 域 ， 其 中 7 

证 (i) 一 >(ii) 设 a 是 上 不 可 约 多 项 式 了 +*-b 在 KK 中 
的 一 个 根 ，d|ln。 由 3.7.6，K=F(a) 是 了 -5b 在 FF 上 的 分 裂 
域 .又 (cc) 一 0 =b"/A4EFR. 邻 4 一 b"/4 则 56a 是 了 "a€ F[X]J 
在 K 中 的 根 。 再 由 3.7. 6，F(6a) 是 卫 ” -a 在 Ff 上 的 分 裂 域 。 然 
而 SEF, 所 以 FF(6a)= F(a)=K, 并 且 6ia(0 才 i<<n -1) 就 是 
X"” -a 的 爹 部 根 ,它们 都 属于 K,K=F(6ia),，i=0,1,"…,2—]， 

(ii) 一 >(iii) 下 是 多 项 式 久 "” -a€ F[ 义 ] 在 FF 上 的 分 裂 域 ， 
令 aE 天 是 开 " -4 的 任意 一 个 根 。 由 3.7. 6, 开 三 太 (a) 是 Galoigs 
扩 域 ， 而 cy ca,…，o2"-14 是 六 -a 的 全 部 根 。 设 0 EC(K/F)， 
那么 cc(a)= oia， 对 某 一 个 i，0 志 i 二 nn 一 1。 

0 :G30m> oi€EW,， 若 0(6)= 61， 
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这 里 环 ,={l ec 和 o" 1}) 是 nn 次 单位 根 群 。 则 98 是 一 个 群 同 态 
单 射 。 因 而 G 与 4 阶 特 环 群 厂 。 的 一 个 子 群 同 构 ， 所 以 G 是 一 个 
4 人 阶 衢 环 群 ， 这 里 4 是 2 的 一 个 因子 . 

(iii) 一 之 (i)”G= 二 G(K/F) 是 一 个 4 阶 循环 群 ,gz2。 令 C 
是 G 的 一 个 生成 元 。%” 二 6"’sEF 是 一 个 本 原 4 次 单位 根 。 因 为 
N5(I)=9E:PI 一 ?8 一 1， 由 3.7.2， 存 在 PE 有 ， 使 得 9= 
pp) 人 令 a=1 则 cc(a)= 一 Ia，0Cac)= (7I0)2 一 64 所 以 
a 二 bEF， 因此 4 是 FF 上 多 项 式 X -0b 的 一 个 根 出 3.7. 6 ， 
F(a)CK 是 X*~-b 在 F 上 的 分 裂 域 ，9, 179,…, 1 1 是 Xs 一 
的 全 部 根 ， 并 且 都 属于 及 。 对 于 每 一 个 ;i，0 所 i 人 4 -1，oi(a) 
二 ig， 所 以 01: FG)-> 了 (Yiq) 是 F- 间 构 。 由 2.2.7，46 与 
ig 是 上 同一 个 不 可 约 多 项 式 的 根 ，0 夺 14 ~ 1。 这 样 ,站 * -~ 
是 F 上 不 可 约 多 项 式 , 所 以 [F(a): F]=4=[kK :Fj],K=F(a), 

注 滞 ”在 上 面 定理 3.7. 7 的 证 明 里 ， 基 础 域 不 含有 一 个 本 原 
n 次 单位 根 这 一 条 件 起 着 重要 的 作用 。 当 上 不 含 本 原 % 次 单位 
根 时 ， 对 多 项 式 世 "~ aE FL] 在 上 的 分 裂 域 的 刻画 要 困难 得 
多 ， 当 4= 1 时， 就 是 前 一 节 所 讨论 的 分 圆 扩 域 ， 


是 
1 设 下 是 一 个 域 ,charF 关 2, 叉 设 aE€ Ff 而 b=1+4+0 FF?， 
证 明 ，K=F(MV D+A/D。) 是 下 的 四 次 循环 扩 域 , 它 的 Galois 群 


由 卫 的 8- 自 同 构 


oC:Mb+tV/b Mb-Vb 
生成 。 


2， 设 下 是 一 个 域 .又 设 存 在 b, cE 使 得 a=b? +c? 人 FF? ,证 
明 ， 太 = 了 (Mat+bWV oa) 是 的 四 次 循环 扩 域 . 求 出 它 的 Galois 
群 的 一 个 生成 元 。 

3， 令 @Q 是 域 @Q 的 一 个 固定 的 代数 闵 包 ，aE Q 但 a 6Q, 设 
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瑟 是 Q 中 不 含 a 的 最 大 子 域 .证明 ， 万 的 每 一 个 有 限 次 扩 域 都 是 


循环 攻 域 。 
4， 设 不 古 一 个 域 ， 只 是 不 的 一 个 代数 朵 包 ，CEG(C5/ PR)。 


人 一 tacE 吕 (aa)=0)。 
证 明 ，KK 是 一 个 域 ， 并 且 KK 的 每 一 个 有 限 次 扩 域 都 是 循环 扩 域 。 
5.。 设 ? 了 是 一 个 素数 ,KK 是 域 的 一 个 2 次 循环 扩 域 , BC 
并 且 是 的?”! 次 循环 扩 域 。 又 设 a EE 玉 使 得 = 二 (a)。 证明， 
kK=F(a). 
6.。 设 2 是 一 个 素数 ， 克 是 一 个 域 。 
(i) 如 果 charF=p， 或 者 charF 关 pp， 但 7 含有 一 个 本 
原 了 次 单位 根 ， 那 么 下 ? - a€E FL[ 鲜 ] 或 者 不 可 约 ， 或 者 在 F[ 计 ] 
和 内 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 积 。 
`” (ii) ' 设 charFf=7, 而 a 是 XY? -eeE FP[XX] 的 任意 一 个 根 。 
证 明 
ia) 和 8100)<>[PO) : F]=9. 
7. 设 是 一 个 域 且 charFf=p>0, 令 Ff, 二 {0? -ala€ FF}, 
证 明 ， z : 
(i) 存在 瑚 的 一 个 ?次 循环 扩 域 的 充 要 条 件 是 天 FF 
(ii) 如 果 存 在 严 的 一 个 2 次 循环 扩 域 ， 那么 对 于 任意 * 之 1， 
都 存在 的?" 次 铺 环 扩 域 . : 
， 8， 设 ?是 一 个 素数 ， 玉 是 域 严 上 一 个 ?次 可 分 扩 域 。 证 
明 ， 存 在 邓 的 一 个 有 限 次 扩 域 M， 使 得 及 NM 是 于 的 一 个 2 次 循环 
扩 域 。 


3.8 ”关于 有 限 群 的 若干 结果 


我 们 以 下 将 要 讨论 一 个 系数 在 某 个 域内 的 代数 方程 在 什么 时 
候 可 以 用 “ 根 号 解 ” 的 问题 。 在 此 之 前 ， 需 要 关于 有 限 群 的 一 些 
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预备 知识 ， 
首先 证 明 关 于 交错 群 的 一 个 性 质 。 
一 个 群 G 叫做 单 群 ， 如 果 除 开 G 本 身 和 单位 子 群 {1} 外 ，G 
没有 其 它 的 正规 子 群 。 因 为 一 个 Abel 群 的 子 群 都 是 正规 的 。 所 
以 一 个 Abel 群 是 单 的 必要 且 只 要 它 没有 异 于 它 本 身 和 {1} 的 误 
于 群 。 
显然 ， 素 数 阶 的 循环 群 是 单 的 Abel 群 。 反 过 来 ， 任何 一 个 
有 限 的 单 Abel 群 G 关 (1) 一 定 是 某 一 素数 阶 的 循环 群 。 事 实 .上 ， 
设 4 EG，4 关 1， 则 a 生成 G 的 一 个 循环 子 群 49) 。 《9) 天 (1 所 以 
必须 (4 =G。 如 果 4 的 阶 4=|1Gl 是 一 个 合 数 。 则 有 =n%s， 
1 过 nn1 <2，1<22 <2。 于 是 a"! 生成 G 的 一 个 3 阶 的 真子 群 ， 
这 与 G 的 单 性 齐 盾 。 
最 简单 的 一 类 非 Abel 单 群 就 是 2 之 5 时 ， 交 错 群 4。。 为 了 
证 明 4, (7 之 5) 是 单 群 ， 先 证 明 两 个 引 理 ， : 
引 理 3.8,1 设 7 之 3。 令 i， 了 是 人 1;2,*…,;7) 中 不 辣 的 元 
素 。 则 4, 由 一 切 3- 轮 换 ((4,7,8)11 寺 KN， £ 关 5, J} 生成 。 
证 7=3 时 是 显然 的 。 设 n>3。 因 为 4, 是 由 一 切 2 次 锅 年 
换 组 成 ， 所 以 4, 的 每 一 个 元 素 都 可 以 表示 成 形 邵 
(a6) (ccd) 或 (ab) (ac) 

的 乘积 ， 这 里 a,0,c,4 是 {1,2,*…, 7} 中 互 不 相同 的 元 素 。 然而 
(ab)(ca)= (acb)(acd), 
(ab)(ac)= (acb)., 

所 以 4, 由 一 切 3- 轮 换 生 成 。 每 一 个 3- 轮 换 都 共有 下 列 形式 之 一 ， 
(tja), ($97), (ia60), (ja0), 或 (abc), 

这 里 a,2, c 天 ?或 /)， 且 互 不 相同 。 因 为 
(10J) 一 (1Ja)2 (400)= (2 760)(¢Ia)?, 

(jab)= C0570) 09a), (abc)= (90) (570) (150)? (794), 
所 以 4, 由 {(i98)11 寺 fn, £7, 生成 1! 
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引 理 3.8.2 设 ?之 3 而 NN 是 4, 的 一 个 正规 子 群 。 如 果 六 含 
有 一 个 3- 轮 换 ， 则 祥 = 4，， 

证 设 入 含有 一 个 3- 轮换 (: 和 8)。 那 么 对 于 任意 1 ,1 二 i%， 
天? 7， 我 们 有 

(295)= 09) FR) (KL)CII EN., 
有 因而 入 含有 一 切 (iJ8)，1 寺 KR，K 隆 2,)， 由 3.8.1，N= 4 

定理 5.8.5 当 7 之 5 时 ，4; 是 单 群 . 

证 设 和 是 4, 的 一 个 正规 子 群 。 且 入 关 {1}, 我 们 证 明 ,NN 一 
定 含有 一 个 3- 轮换 ， 从 而 由 3. 8. 2 ， 六 = 4,。 我 们 分 别 就 以 下 
情况 来 考虑 : 

1. 如 果 W 含 有 一 个 3- 轮换 ， 这 时 已 无 须 证 明 。 

2. N 3oc， 而 5 被 表 成 不 相交 的 轮换 的 积 时 ， 至 少 有 一 个 
长 度 7 之 4 的 轮换 。 这 时 

IT 一 (人 G1Go 00r)T, 
令 6 二 (a1as4s)E A.。 则 

N30i1600 1= (4 030,)., 

3. W300， 而 o 被 表 成 不 相交 的 轮换 的 积 时 ， 至 少 有 两 个 
六 于 是 3- 轮换 。 这 时 

0O= (G0 )(0 ds ae 0)T。 
令 6 二 (a1as04)E A,。 则 

N30o-!1606-1= (4a,a,a, a6 a ). 
于 是 由 情形 2，N 含 有 一 个 3- 轮换 。 

4. 入 30o，0o 是 一 个 3- 轮换 和 一 些 2- 轮 换 ( 不 相交 ) 的 积 。 
这 时 0 = (caas)7，7T 是 一 些 2- 轮换 的 积 ， 于 是 

人 302= (io0a)272 一 (人 0003 )2 一 (0 0302 )。 

5. 设 入 的 每 一 个 元 素 都 是 一 些 不 相交 的 2- 轮换 的 积 。 设 
oEN。 则 


og = (ai0;) Casa)T, 
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这 里 7 是 一 些 不 相交 的 2- 轮换 的 积 ， 且 不 出 现 a1 ,oa ,as,ai。 令 
0=(aia,Gs)E A,.. 则 1 

N30 1006 1=(G4s3)(a,a, ), 
因为 二 5， 所 以 存在 bE {1l,2,*…,%} 且 5 了 关 41,4s,43,04， 令 4= 
=(0G,030)E A,, b=(aas)(ac40)EN., 则 

Np liafoa!=(aab). 

以 上 五 种 情形 益 尽 了 NN 中 元 素 一 切 可 能 的 形式 ， 这 样 ，4。 
没有 非 平 几 正 规 子 群 ， 因 而 是 单 群 . 

现在 介绍 可 解 群 的 概念 。 

设 G 是 一 个 群 。 一 个 子 群 序列 
(1) G=G0 GGs= {1), 
其 中 每 一 个 C, 都 是 G,-: 的 正规 子 群 ，1 委 ; 委 s， 叫 做 G 的 一 个 
正规 列 ，。 

例如 ，5 3 一 4s 二 {1 是 二 次 对 称 群 5 的 一 个 正规 列 。 而 

SoA OVOWO{l), 

这 里 VY={1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, W = {1, (12)(34)}, 
是 四 次 对 称 群 5S， 的 一 个 正规 列 。 

给 了 G 的 一 个 正规 列 (1)， 相 应 地 就 得 到 一 个 商 群 序列 
(2) G/G G1/G2, ,G1/G SG, 

一 个 群 G 叫做 一 个 可 解 群 ， 如 果 G 有 一 个 正规 列 (1)， 而 且 
每 一 个 商 群 G,-1/G. 都 是 Abel 群 ，(1 志 i<s).。 

例如 ， 在 上 面 所 给 出 的 S83 和 5 的 正规 列 里 ，Ss/ 4 是 2 阶 
循环 群 ，4: 是 3 阶 循环 群 ，S4/ 44 是 2 阶 循环 群 ，44/7 是 3 阶 
循环 和 群 。F/ 玫 和 歼 孝 是 2 阶 循环 群 ， 它 们 都 是 Abel 群 。 因 此 
Ss 和 S54 都 是 可 解 帮 。 为 外 ， Abel 群 自 然 都 是 可 解 群 . 

我 们 还 要 给 出 可 解 群 的 男 一 个 等 价 的 定义 。 首先 引入 导出 列 

令 G 是 一 个 群 。 令 G1 =[G, GJ 是 G 的 换 位 子 群 ， 即 是 由 G 
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芍 一 切换 位 子 aba 12 -1102EG) 所 生成 的 子 群 。G4) 是 G 的 一 个 
正规 子 群 ,因为 对 于 aECG 和 DpEG4G)， 我 们 有 cpa-1 一 Cba-10-12 
捷 G7. 

设 n>1， 如 果 G‘" 已 被 定义 ， 我 们 定义 CG 和 一 [G 
G‘"-1)]。 这 样 ， 我 们 就 得 到 G 的 一 个 子 群 序列 
《3) G=G00D0GWDG0Ow DG DD. 
序列 (3) 叫 做 G 的 导出 列 。 

根据 换 位 子 群 的 定义 可 知 ，(3) 中 每 一 个 商 群 G0/G'? 都 
是 Abel 群 ，i 之 1,。 

定理 3.8.4 一 个 群 G 是 可 解 的 必要 且 只 要 存在 一 个 正 整 数 
2 ， 使 得 G = {1). 

证 ”如果 G 是 可 解 群 , 那么 G 有 一 个 正规 列 (1), 其 中 每 一 个 
商 群 G,_1/G, 都 是 Abel 群 (1 二 i 才 5)。 因 为 9G/G1 是 Abel 群 ， 
所 以 对 于 任意 op2EG， 我 们 有 apa-:bcG， 所 以 G4 SC 
一 般 ， 由 G,-1/G4 是 Abel 群 可 以 推出 GCG,。 取 7=s， 则 
G'™"={1). z z 

反之 ， 设 有 某 一 个 n>>0 使 得 G"={1}。 则 

G=GV0EOG DOG "= {1)} 
是 G 的 一 个 正规 列 ， 且 G41/G? 是 Abel 群 ，1 委 ; 委 ?3， 所 以 
G 是 可 解 群 。 i 
推论 3.8.5 可 解 群 的 任意 子 群 和 任意 同 态 像 都 是 可 解 群 。 

证 ” 设 对 某 一 个 缔 0，G(2={1)。 令 万 是 G 的 一 个 子 群 。 
OCG, 从 而 是 (= {1}。 

设 和 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 则 对 任意 i 汪 >0， 

(G/N) N= NAW/N. 
和子 是 (G/N)' =N/N={1), | 
定理 3.8.6 设 入 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 。G 是 可 解 群 必要 
和 且 只 要 入 和 G/N 都 是 可 解 苦 ， 
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Tr -i ee "Or " 


证 由 3.8.5， 若 C 是 可 解 群 ， 则 立 和 CG/vAW 郡 是 可 解 群 。 
反之 ， 由 于 GC/AY 可 解 ， 所 以 G/A 有 正规 列 
G/N=G0/NEG1/NS"*20/N={1), 
靖 群 G1-1/G4 衬 (G4-1/N)/(G1/N) 是 Abel 群 ，1 志 i<s。 又 因 
为 和 N 可 解 ， 所 以 入 有 正规 列 
N= NN EN= {1), 
商 群 -1 /Ns 是 Abel 群 ，1<j<t。 于 是 z 
G0,"0:= NON DEON:={1) 
是 满足 可 解 群 定义 的 一 个 正规 列 。 | 
推论 3.8.7 设 五 !，…, 五 ;是 群 G 的 正规 子 群 。 


令 Y= 门 已 。 如 果 每 一 个 商 群 G/ 有 1,(1<i<s) 都 是 可 解 群 ， 


则 G/N 也 是 可 解 群 。 
证 对 3 作 归 纳 法 .对 于 任意 1》，1 志 i,j 志 5, 我们 有 
G/H,SHH,/H ,SH/HNH,. 
所 以 i/H 癸 ; 号 可 解 群 G/ 互 ,的 一 个 子 群 同 构 ， 因 而 是 可 
解 群 ， 另 一 方面 ， 
(G/N ED /HH NH EG/R, 
也 是 可 解 群 。 于 是 由 3. 8. 6 ，G/H; 首 有 8; 是 可 解 群 


假设 s 汪 2, 并 且 已 知 G/ NN ;是 可 解 群 . 令 M = N 厅 ,. 于 是 


G/MEOMH /MH /MNH:= Ho/N. 
因此 万 :是 可 解 群 。 又 因为 
(G/N)/(Hs/N)EG/H: 
可 解 ， 所 以 由 3. 8. 6 ，G/N 是 可 解 群 。 和 
定理 3.8.8 设 G 关 {1} 是 一 个 有 限 群 。CG 是 可 解 的 必要 且 
只 要 存在 一 个 正规 列 
G= 0660120:={1), 
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其 中 每 一 个 商 群 G,_1/G,(1 达 1 过 5) 都 是 素数 阶 的 循环 群 。 
证 设 G 是 可 解 群 。 于 是 G 有 一 个 正规 列 
G= G0T601S**… OG:={1), 
其 中 每 一 个 G,-1/G;(1 志 1 ) 都 是 Abel 群 。 在 商 群 G/G1 中 和 存 
在 一 个 异 于 G/G; 的 最 大 阶 的 正规 子 群 ,/G, 。 如 果 人 ;天 G， 那 
么 在 商 群 1 /G1 中 存在 一 个 异 于 Ni/G: 的 最 大 阶 的 正 规 子 群 
NN,/G! ， 如 此 继续 下 去 ， 最 后 一 定 有 某 一 个 {>0, 使 得 NN := G1。 
这 样 就 得 到 一 个 子 群 序列 
G=NoaNi "N=0., 
N,-1/W ,是 单 Abel 群 ， 所 以 是 一 个 素数 阶 循环 群 ， 1 和: 三:。 
再 对 G1/G，,，G, /Ga，*… 作 同 样 的 考虑 。 最 后 我 们 得 到 G 的 一 个 
正规 列 
G= No ON ON,={1), 
其 中 每 一 个 商 群 人 入,-1 /WV ,都 是 素数 阶 的 循环 群 . 
反 过 来 是 显然 的 ， ) 
最 后 ， 由 3.8. 3 ， 我 们 立即 得 到 
定理 5.8.9 当 ? 之 5 时 ，? 次 对 称 群 8 ,不 是 可 解 群 。 
证 如 有 果 S 可 解 ， 则 4. 可 解 。 然 而 由 3.8. 3 ， 当 ?之 5 时 ， 
4。 没 有 非 平凡 的 正规 子 群 ， 且 4, 不 是 Abel 群 ， 所 以 4, 不 可 能 
有 满足 可 解 群 定义 的 正规 列 。 


3.9 可 解 扩 域 和 和 根 号 扩 域 


设 户 是 一 个 域 ，FF 的 一 个 Galois 扩 域 叫做 FF 的 一 个 可 解 
扩 城 ， 如 果 k 扩 /了 的 Galois 群 G(K/F) 是 一 个 可 解 群 ， 这 时 K/F 
叫做 一 个 可 解 扩 张 。 

例 1 Abel 扩 张 都 是 可 解 扩张 . 

例 2 KK=Q(3/5,^ - 3 ) 是 Q@ 的 一 个 可 解 扩 域 .因为 K/Q 
是 Galois 扩张 , 它 的 Galois 群 G(K/Q) 与 5s 同 构 , 后 者 是 一 个 


120 


可 解 群 (3.2 例 4) 。 

定理 3,9.1 设 开 是 域 眉 的 一 个 扩 域 。 天 和 工 和 都 是 对 /7 的 
中 间 瑾 。 如 果 天 和 荆 都 是 严 的 有 了 跟 次 可 解 扩 域 ， 那 么 合成 域 天 二 
也 是 的 一 个 有 限 次 可 解 扩 域 。 

证 因为 K/F 和 L/F 都 是 有 限 次 Galois 扩张 所 以 由 
3.1.9，KL/F 也 是 有 限 次 Galois 扩张 . 令 G=G(KL/F)， 
NG(KL/L). 由 3.3.4，N 是 G 的 正规 子 群 ， 且 G/N 
G(L/F)。， 由 题 设 ，G/N 是 可 解 群 。 又 由 3.1. 9 ， 

N=G(EKL/IDSG(K/KNMNI)CG(E/D). 
所 以 NAN 也 是 可 解 群 。 于 是 由 3. 8.6，G 是 可 解 群 ， 从 而 KI 是 下 
可 解 扩 域 。 

定理 5.9.2 设 是 一 个 域 ， 昌 是 fF 的 一 个 代数 闭 包 。 令 
FCKCLC 9 是 一 串 扩 域 ， 其 中 KK 是 的 有 限 次 可 解 扩 域 而 工 
是 到 的 有 眼 次 可 解 扩 域 。 那 么 存在 下 的 一 个 有 限 次 可 解 扩 域 内 ， 
使 得 FCKCLCMC9， 

证 上 /KK 和 KK/F: 都 是 有 限 次 可 分 扩张 ， 所 以 上 /F 也 是 有 限 
次 可 分 扩张 。 于 是 由 3.1. 5， 存 在 的 一 个 有 限 次 Galois 扩 域 
P， 使 得 

FCKCLCPCO. 
令 G=G(P/F), N=G(P/K), H=G(P/L), 则 HAN, N<10, 
我 们 有 

N /HSG(L/KR), G/NG(CKR/F). 
所 以 六 7 刀 ，G 7 都 是 可 解 群 。 设 刀 , , ,万 。 是 G 中 一 切 与 互 共 


轮 的 子 群 ， 令 避 = [】 甩 .因为 N<IG, 有 XIN, 所 以 HIN, 县 


人 /有 H, 衬 人 入 / 卫 ， 因 此 NN/H, 是 可 解 群 ，1 过 i 才 s。 于 是 由 3.8.7， 
人/ 是 可 解 群 。 
令 导 是 与 G 的 子 群 U 相 对 应 的 P/F 的 中 间 域 。 则 
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CM : FI<LP : F<o,. USSG(P/M),. UECH, FL MEL. 
又 因为 0 了 4G， 所 以 UM 是 的 Galois 扩 域 ， 且 G(M/F) 宇 G/U. 
这 些 十 群 与 中 间 域 的 对 应 关系 如 下 : 

P<—>{1)} 

M <—>U 


我 们 有 

: (G/U)/(N/U)SG/NSG(EK/F). 

而 和 N/VU， G/N 都 可 解 ， 所 以 由 3. 8. 6，G/U 是 可 解 群 。 于 是 

G(1 / 忆 ) 是 可 解 群 。 这 样 一 来 ， 允 就 是 不 的 一 个 满足 定理 要 求 的 

有 限 次 可 解 扩 域 。 | 
现在 我 们 引入 根 号 扩 域 的 概念 ， 

设 F 是 一 个 域 。F 的 一 个 扩 域 KK 叫做 Ff 的 一 个 根 易 扩 城 , 
《CK/F 称 为 根 号 扩张 ) 如 果 存 在 KK/F 的 一 串 中 间 域 f= Fo, Fl, 
Fr= kK. 

F=FocCF C.Fr=K, 
使 得 了 =F,_1(0,),Q7TiEF,-1， 其 中 % 是 一 个 不 能 被 charFf 加 
除 的 正 整 数 ，1 委 :和 7。 

由 定义 立即 得 出 以 二 简单 事 立 : 

1. 域 下 的 根 号 扩 域 一 生 是 有 限 次 扩 域 。 

2. 如 果 玉 /Ff 和 上 /KK 都 是 根 号 扩张 , 则 工 / 了 也 是 根 号 扩张 。 

3. 设 K 是 的 一 个 根 号 扩 域 ， 而 K' 是 K 在 F 上 一 个 与 K 
共 略 的 域 ， 则 KK' 也 是 的 根 号 扩 域 。 

4. 设 K 和 工 各 锌 包含 在 FF 的 一 个 共同 的 扩 域 内 。 如 果 
kK/F，L/F 禹 是 根 号 扩张 ， 则 KL/F 也 是 根 号 扩 汽 。 

可 解 扩张 和 根 号 扩张 之 间 的 关系 由 以 下 定理 指出 。 
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定理 3.9.5 设 是 一 个 域 ， 吕 是 的 一 个 代数 闭 包 、， 
(i) 这 (局 ) 是 下 的 一 个 根 号 扩 域 。 那么 存在 的 一 个 
有 了 跟 次 可 解 扩 域 二 ， 使 得 及 三 玉 CZCBR， 
(ii) 设 天 (三 只 ) 是 到 的 一 个 有 限 次 可 解 扩 域 ， 且 [上 慌 :了 F] 
不 能 角 char 整除 。 那 么 存在 RF 的 一 个 根 号 扩 域 埃 ， 使 得 
FEKCLES SD., 
证 (i〉 对 域 次 数 7=[K : 7] 作 归 纳 法 来 证 明 工 的 存在 ， 
1 一 1 时，K= 了 ， 这 时 取 L=K= 了 有 即 可 . 
设 2 之 1。 假 定 存在 天 /7/ 友 的 中 间 域 序列 ; 
F=FoCF CF,=KkK, 
P=F_1(QG) OEFi, CharFhn, 县 [EF,:F,,]>>1 
(1 委 ? 委 7)。 令 玉 = 不- 。 则 开 天 玉民 = 于 (Ca)。amE 开 (= 
Gr, m= nr)。 则 [LK : Ff]<[LK :Fj 且 kK'/EF 是 根 号 扩张 。 由 归 
纳 法 的 假设 ， 存 在 不 的 有 限 次 可 解 扩 域 乙 " ， 使 得 
FECK'CL'CQ., 
因为 char F 趟 m， 所 以 如 含有 一 个 本 原 m 次 单位 根 56。 令 
P==F(6)CB。 由 3.5.2，P 是 的 有 限 次 Abel 扩 域 又 荆 ' 
是 的 有 溉 次 可 解 扩 域 。 于 是 由 3.9. 1，M= 二 L'P=L'(6) 是 FF 
的 一 个 有 限 次 可 解 扩 域 ， 
因为 am"EK'CL'CM, 有 6EPEM. 所 以 由 3.7.7,M(a) 
是 避 的 一 个 有 限 次 循环 扩 域 ， 因 而 是 的 一 个 有 限 次 可 解 扩 域 . 
在 扩 域 序列 FCMCM(a)CB 里 ，M /Ff，M (a)/M 都 是 有 限 次 
可 解 扩张 ， 由 3.9. 2 ,存在 了 的 一 个 有 限 次 可 解 扩 域 工 , 使 得 
FECMCM(o)CLES QD, 
因为 K=K’'(o)ECL’' (oCM(a), FEKCLE BR， 
(ii) 仍 是 对 n=[K: FR]，charF 赴 nn, 作 数 学 归纳 法 来 证 
明 工 的 存在 ， 
n= 二 1 时 显然 。 这 时 K=F,。 上 == 了 
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设 ?1， 且 char 有 站 2。 令 G=G(KE/PR)。 则 C 是 有 限 可 解 
群 。 于 是 由 3. 8. 8 ， 存 在 G 的 一 个 正规 列 
G= No NIDON,={1). 
其 中 每 一 个 商 群 -7/AW, 郡 是 阶 为 某 一 素数 % 的 循环 群 ，1 委 ?到 
r。 因 为 char 忍 十 2， 而 9g12, PLMcharF gq.(l<i<r7), 
记 wX=AN， NG， 商 群 G/w 是 素数 494=94i 价 的 循环 群 。 
令 K' 是 K/F 中 与 NWN 对 应 的 中 略 域 . 则 G(K/K')=N,G(K /F) 
衬 G/N, 所 以 K' 是 了 的 4 次 循环 扩 域 . 
因为 charF 人 小 9， 所 以 8 含有 一 个 本 原 49 次 单位 根 ”。 令 
P=F(7), 术 =K'P==K'(”)。 因为 K'/F 是 有 限 次 Galois 扩 
张 ， 所 以 由 3.1.9,，M=kK'P 是 P 的 Galois 扩 域 ， 且 
GM /P)G(E'/K'NPICG(K'/F)SG/N. 
因为 G/N 是 素数 9 阶 的 循环 群 ， 所 以 1G(M/P)|1=g 或 1， 
如 果 |G(M/P)|== 9, 则 .GCM/P ) 是 4 阶 循 环 群 。 于 是 以 是 
P 的 4 次 循环 扩 域 ,而 7EP, 所 以 由 3.7. 6 和 3.7.7, 存 在 a€ MM， 
使 得 a“ € PP. 
如 果 |G(M/P)|=1, 则 人 = 了 P， 


Se 根 号 扩 域 又 P= 二 了 (”7) 是 Ff 的 根 


K 号 扩 域 ,所 以 ML 是 万 的 根 号 扩 域 . 
] p 因为 /FP 是 有 限 次 Galois 扩 
AAA 张 ， 所 以 由 3.1. 9, 玉 M/M 也 是 
K | Galois 扩张 ， 并 且 
| G(KEKM/M)GAG(K/K(IM) 
CG(K/F). 


由 于 G(KI/F) 是 有 限 可 解 群 , 所 以 GC(K MIM) 也 是 有 限 可 解 群 , 从 
耐 K MM 是 的 有 了 跟 次 可 解 扩 域 , 因为 MM=K'P,BK' CK(\M. 
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因此 


KM [KM: MI=[EK : KMIT 
x 以 整除 [KK : K']= 
CK: FI/LEKE' : Fl=n/q9<n. 
M=kKP 因为 charFn， 
K= KM LL charF -EEKM: M]. 


于 是 ， 由 归纳 法 的 假设 ， 

人 存在 开 的 一 个 根 号 扩 域 工 ， 
K'f°P 使 得 导 生 KMSCLC 8。 然 而 
必 是 的 根 号 扩 域 ， 所 以 上 是 
F 的 根 号 扩 域 .定理 被 证 明 。 目 


二 题 

1. 设 也 是 一 个 特征 为 零 的 域 ，f( 卫 )E F[ 针 ] 是 一 个 如 次 
不 可 约 多 项 式 ，7n 宇 5，K 是 (对 ) 在 上 的 分 裂 域 , 且 G(K/F) 
三 S$,。 令 4g 是 (对 ) 在 K 内 的 一 个 根 ，。 

(i) F(a)/F 是 不 是 Galois 扩 张 ? 

(ii) G(F(q)/F) 是 不 是 可 解 群 ? 

(iii) ”是否 存在 上 根 号 扩 域 如， 使 得 8B 了 F(a)y 沪 了 P? 

2. 设 天 是 域 下 的 一 个 根 号 扩 域 ， 世 是 玉 / 的 Galois 闭 包 。 
证 明 ， 工 也 是 丈 的 根 号 扩 域 。 

3， 设 了 是 一 个 素数 ， 下 是 一 个 域 但 charf 关 7?。 证 明 ， 
么 " -4E FLXX] 或 者 在 F 上 不 可 约 ， 或 者 在 内 有 一 个 根 。 


3.10 ”代数 方程 的 根 号 解 


Galois 理论 起 源 于 一 个 古典 的 方程 论 问 题 : 给 了 某 一 个 数 
域 上 的 代数 方程 fA( 革 )= 0 ，f( 下 )E FL 对 ]， 是 否 存 在 一 个 上 出 
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对 于 了 (于) 的 系数 施行 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 除 及 开 方 运算 所 组 成 
的 公式 ， 使 得 这 个 方程 的 每 一 个 根 都 可 以 由 这 个 公式 表示 出 来 ? 

假设 这 样 一 个 公式 存在 ， 由 于 加 、 减 、 乘 、 除 运算 可 以 在 基 
础 域 里 进行 ， 而 对 一 个 数 a 开 n 次 方 相 当 于 求 一 个 数 &4g， 使 得 
2 "一 4 ， 因 此 ， 存 在 一 串 扩 域 

F= FCF CECEF,=K, 

其 中 下 ,二 了 1 (G1)，0: iEF,(1 芝 i 之 7)， 使 得 f( 革 ) 的 每 一 个 
根 都 在 玉 内 。 这 相当 于 说 ， 存 在 F 的 一 个 根 号 扩 域 KK, 使 得 f( XX ) 
的 每 一 个 根 都 包含 在 天 内 。 

反 过 来 ， 设 名 瑟 ) 是 数 域 玉 上 一 个 多 项 式 。 如 果 存 在 尺 的 一 
个 根 号 扩 域 到 ， 使 得 (对) 的 每 一 个 根 都 包含 在 尺 内 ， 那 么 一 定 
存在 方程 f( 对 )= 0 的 根 的 表达 式 ， 这 个 表达 式 是 由 f(X) 的 系 
数 经 过 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 除 及 开 方 运算 组 成 的 。 

一 般 ， 设 不 是 任 春 一 个 域 。 太 ( 开 )E 本 和。 方程 大生 )= 0 
说 是 在 下 上 可 以 几 祖 号 解 ， 如 果 存 在 五 的 一 个 根 号 扩 域 K， 使 
得 f( 芷 ) 的 全 部 根 都 在 K 内， 

由 前 一 节 的 结果 。 很 容易 得 出 域 记 上 一 个 方程 在 严 上 可 以 用 
根 号 解 的 充 要 和 条件。 首先 注意 一 个 简单 的 事实 ， 

引 理 3.10.1 设 户 是 一 个 域 ，f( 子 ) 是 F[ 久 ] 中 一 个 次 数 大 
于 零 的 多 项 式 ， 工 是 f( 了 对 ) 在 上 一 个 分 裂 域 .。 如果 charF 不 能 
整除 [ 工 : Ff]， 则 工 是 下 的 一 个 calois 扩 域 。 

证 只 要 证 明 L/F 是 可 分 扩张 。 当 charF==0 时 显然 。 设 
charF==9>> 0. 令 a 是 工 的 任意 元 素 . 则 [FCa): FI[L: Fj. 
因为 ?十 [ZL : FJ, 所 以 ?小 EF(G) : 了 ]。 所 以 FC(Q) 是 琅 的 可 分 扩 
域 , 因而 4% 是 上 可 分 元 素 。 所 以 工 是 上 可 分 扩 域 ， 

定理 3.10,2 设 f 是 一 个 域 ,f( 革 )EF[ 对 1] 是 一 个 次 数 大 于 
零 的 多 项 式 , 工 是 f( 也 ) 在 上 一 个 分 裂 域 ,有 charF 直 [LL :Fj]。 
那么 方程 fj 和 )= 0 在 上 可 以 用 根 号 解 必 要 且 只 要 工 是 下 的 一 
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小 有 限 次 可 解 扩 域 。 

证 设 拓 总 )= 0 在 下 上 可 以 用 根 号 解 。 于 是 存 在 五 的 一 个 
根 号 扩 ' 域 KK， 使 得 f 守 LCK。 由 3.9. 8 ， 存 在 不 的 一 个 有 限 次 
可 解 扩 域 于 ， 使 得 fC 己 KK 叶 对。 从 而 有 FSELSM. 

因为 好 /下 是 有 限 次 可 解 扩 张 ， 又 由 3.10. 1，LK/F 是 Galois 
扩张 ， 所 以 GC M/F) 是 可 解 群 ， 且 GC(M/L)<JIG(M/F)。 二 是 

GC(L/F)YEG(M/F)/G(M/L) 
是 可 解 群 ， 因 而 二 是 叉 的 有 限 次 可 解 扩 域 。 

反之 ， 设 二 = 有 (al an) 是 多 项 式 所 与 ) 在 下 上 的 分 型 域 。 
由 题 设 ,二 /及 是 有 限 次 可 解 扩张 , 且 char 信 [一 : Fj。 由 3.9. 3， 
存在 下 的 一 个 根 号 扩 域 KK， 使 得 了 CLCK。 所 以 f( 革 ) 二 0 的 
全 部 根 痢 包含 在 不 的 一 个 根 号 扩 域 内 ， 因 而 九天) 一 0 可 以 用 根 
号 解 ， _ 

设 是 一 个 域 ,，f(X)E FLX] 是 上 一 个 可 分 多 项 式 .。 令 
工 是 ff 对 ) 在 FF 上 一 个 分 裂 域 . 工 自然 是 天 的 Galois 扩 域 ， 
Galois 群 G(L/F) 岂 做 多 项 式 (XX) 的 (或 方程 j (和 )=0 的) 
Galois 群 。 

这 个 定义 不 依赖 于 分 裂 域 也 的 选取。 事 立 上 ， 设 志和 亏 ” 独 
是 天 瑟 ) 在 已 上 分 裂 域 。 那 么 万 与 7' 是 了 - 同 构 的 。 所 以 G(L/F) 
宇 G(L'/F), 因此， 多 项 式 f( 耳 )E F[ 了 对 ] 的 Galois 群 除 同 构 外 
是 唯一 确定 的 。 

如 间 定 理 3.10. 2 的 证 明 一 样 ， 我 们 得 到 以 下 

定理 5.10.5 设 f() 是 域 Ff 上 一 个 可 分 多 项 式 . 

(i ) 如 果 方 程 fj( 和)= 0 在 上 可 以 用 根 号 解 ， 则 方程 
f( 久 )== 0 的 Galois 群 G 是 一 个 可 解 群 。 

(ii) ”如 果 方 程 f( 耻 )= 0 的 Galois 群 G 是 可 解 群 并且 
char5 不 能 整除 G 的 阶 ， 则 方程 f( 了 )= 0 在 FF 上 可 以 用 根 号 
解 。 
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推 沦 3.10.4 设 天 是 一 个 特征 为 0 的 域 。f(X) 是 Ff 上 一 个 
多 项 式 ， 方 程 帮 并 )= 0 在 上 可 以 用 根 号 解 必要 且 只 要 方程 
f( 半 )= 0 的 Galois 群 是 可 解 群 。 | 


习 是 
1 设 望 是 一 个 域 ，charF 关 2, f( 六 )E F[ 针 ] 是 一 个 最 闹 


次 项 系数 为 1 的 1 (> 0) 次 可 分 多 项 式 ， Ql, 是 基文 ) 在 下 
的 某 一 个 扩 域 内 的 全 部 根 ， 玉 二 了 (G1 ,0Q,)。 令 


4 一 1 (4i ~ 4 )， 


1 < 证 二 二 得 
G 是 1X) 的 Galois 群 。 将 G 看 作 S ,的 一 个 于 群 。 证 明 ， 在 
Galois 基本 定理 中 与 子 群 GN 4;, 对 应 的 中 间 域 是 7(4). 
2. 在 前 题 的 假设 和 记号 下 ， 令 


1 之 Jj 站 


证 明 ，CC 4; 必 要 且 只 要 D 是 中 某 个 元 素 的 平方 (D 称 为 1(X) 
的 判别 式 ) 。 


5.11 nn 次 一 般 方程 


我 们 将 证 明 ， 当 zm 二 4 时， 特征 为 0 的 域 上 7 次 一 般 方程 不 
能 用 根 号 解 。 

先 证 明 一 个 3 引 理 ， 

引 理 3.11,1 设 是 一 个 域 ，KK==h(z1,…,2,) 是 上 1% 个 
不 相关 不 定 元 2 …，2z。 的 有 理 分 式 域 。 令 


Ls 
0 一 Ti = 之 Vr, 
$==1 1] ij 衬 作 
ts 二 Ci",y “00, 他。 二 次 ] 了 


1 <ii 一 
是 zi Zu。 的 初等 对 称 多 项 式 ; =k(91 ,4,)， 则 KK 是 五 的 
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Galois 扩 域 ， 并 且 Glalois 群 G(K/) 与 次 对 称 群 5, 同 构 ， 
] 正 (1， 2， 1 的 每 一 个 站 换 脸 一 地 确定 玫 的 一 个 &- 自 同 
煌 ， 仍 以 表示， 使 得 
IOi) 一 Yoci) 7 一 1 2。 了。 

并 且 不 同 的 置换 所 确定 的 自 同 构 也 不 相同 。 令 G 是 如 上 所 给 出 
的 KK 的- 自 同 构 的 全 体 。 那么 G 是 的 一 切 k- 自 同 构 所 成 的 群 
G(K/E) 的 一 个 子 群 ， 且 G 全 S$,。 令 

Fo=K={aE KIo(g)=a, YoEG) 
是 6G 的 固定 域 。 那么 fCFCFOCK。 由 3.3.2，K/Fo 是 Gal- 
ois 扩张 。 它 的 Galois 群 就 是 G。 所 以 LK : fo]=1G1=7!., 邻 

1(X)= [i CX-z,)=X"-a XxX"!i+ 


t=1 
二 Gs 六 "(1 )"a,., 

则 fC )E FLXT. 

我 们 有 扩 域 序列 

ny A 

因为 x) 是 1( 半 ) 的 一 个 根 ， 所 以 LF(X1) : fF] 寺 degf 二 n 。 其 次 ， 
Xs。 是 多 项 式 f( 耻 )/( 关 -xX1)EFIL[ 了 对] 的 一 个 根 这 里 fi 二 
一 了 (Xi )， 所 座 


XxX 
[有 ziyze): FX) deg =- 1。 


一 般 ， 对 于 1 委 s 委 2， 我 们 有 
[BC ,oe Te) :Zooy0s -11)] 三 2 -3 十 ， 
PLLK : F<nl. 

另 一 方面 ,因为 了 FCFoCK, 而 [LK : Po]=7%!, PIALK : FJ 
宇 n! 。 这 样 一 来 ， 我们 有 [K :了 7]=w1,f=F。， 因 此 KK/F 是 
‘Qalois 扩 张 ， 它 的 Galois 群 与 5, 同 构 ， ， 痢 

现在 设 是 一 个 域 ，,…,t ,是 上 ?个 不 相关 不 定 元 。 令 


129 


CO— re : 


| 了 
Eu 


玉 一 CN)。 多 项 式 

f(AX)= Xt Xt 1)"t, EFLX] 
叫做 上 ni 次 一 般 多 项 式 ; 相应 地 ,方程 f(X)= 0 叫做 上 1 
次 一 般 方 程 ， 

定理 5.11.2 设 关 是 一 个 域 。 下 上 和 次 一 般 多 项 式 

f(X)= Xt "tt et 1)"t, 
是 玉 上 一 个 可 分 的 不 可 约 多 项 式 、 1(X) 在 Ff 上 的 Galois 群 与 
2 次 对 称 群 8。 同 构 。 

证 令 Q1,…,0, 是 1(X) 在 FF 的 某 一 个 代数 闭 包 内 的 全 部 
根 ， 开 = 不 (cry 0,) 是 ff 下) 在 FF 上 的 分 询 域 .在 KLXJ] 内 ， 
我 们 有 

f(X)=( -1) (XX-a.,), 
由 根 与 系数 的 关系 。 我 们 有 
i 一 > Ui, ts 一 CQ 
t=1 1 i 


ts =— | | Qin 0 °° 1 =Q] ae 
1 <ii<"<is<n 


而 K = FG 0,)=k(t), 499 9 t ，， CG19 GQ,)=k(oi, “°°, C )。 
令 KEK=k(%) 9 ,TX ) 尼 下 上 [0 个 不 相关 不 定 元 1, se0 由 上 


人 > 
有 理 分 式 域 。 设 
F(X)= Ti (XX-z)=X" -a XX"!+ 
i=1 
十 0 及 一 十 (一 1) a,, 
Ql) 一 > vs (2 一 > TT ,ON 
t=1 1 i 人 jn 
令 不 =81(a…， 4) 所 下 。 由 3.11. 1， 太 /FF 是 次 的 Galois 扩 
于， HG(EKE/F)S,. 
我 们 证 明 , 存 在 K 到 的 - 辣 构 ?9 : KK 一 四 ,使 得 9 (G1)=2,> 
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1 委 ? 委 ?2， 如 果 这 个 断言 被 证 明 ， 那 么 就 有 2(t) 王 4，1 安 ;过 0， 
而 9(7)= 了 于 是 K/F 是 Galois 扩张 ， 并 且 C( 开 /PP) 全 SS 从 
而 也 就 证 明了 态 生 ) 在 天 上 的 Galois 群 与 5, 同 构 ， 并 且 f( 玉 ) 
是 fF 上 一 个 可 分 的 不 可 约 多 项 式 ， 
令 R=Ek[ti, 0, taj, EE=f[tar, ,GnjCRLT 因为 

t1，…,ta 是 斥 上 不 相关 不 定 元 ， 所 以 上 映射 2 : 所 上 > 6:(T 委 ;和 
7) 可 以 目 然 地 开拓 为 环 R 到 坏 廊 的 满 同 态 P : 只 一 玫 。 设 

h(tl,*, 1t, ,EKery, 
则 

4 (6 a,)=0. 
于 是 bz ，…zo] 的 元 素 

h(a (Kisy es Tan), Gn(Tls on)) 一 0 多 

这 里 


Gs(Wi yo Tn)= wi di, (1 委 3 委 0)。 
leitic-<iesn 


男 一 方面 ， 甸 :L310 Tn >E[LG aa] PCF,)= 
-11 二 i 人 1), 是 环 同 杰 注射， 而 
Pas) = Pas T1 ,0, Tn) =A G01, an)= tl1<SENR), 
所 以 h(a,…,4,) 二 0， 于 是 
hb, ts)= h(a, "0,))= 0, 
从 而 Ker9= 二 0。 这 样 2 : RR 一 廊 是 环 同 构 映射 。 
9 可 以 唯一 地 开拓 为 的 商 域 =%(tl,…,t,) 到 五 的 商 域 
万 二 (4 ,*…,4,) 上 的 同 构 映射 ， 因 而 可 以 唯一 地 开拓 为 多 项 式 
环 FL 半 ] 到 多 项 式 环 庆 [和 革 ]J 上 的 同 构 映 射 9 : F[ 革 J]->F[1。 我 
们 有 
pf(X))= 7 了 (T). 
于 是 92 又 可 以 开拓 为 f( 了 对 ) 在 上 的 分 裂 域 下 到 f( 驻 ) 在 FF 上 的 
分 裂 域 不 上 的 同 构 上 映射。 在 这 个 开拓 下 ，? (0) 一 zi 和 ;< 委 2)， 
定理 被 证 明 . : | 
]31 


一 HU 
isle Pr pt EE ee er, 
i bp— 


sa 


由 这 个 定理 ， 我 们 立即 得 到 以 下 

定理 3.11.3 设 £ 是 一 个 特征 为 0 的 域 ，,…,t, 是 上 
不 相关 不 定 元 ， 了 = pt )。 了 次 一 般 方程 

f(TR)= "rt Xt (1)"ts=0 
在 上 可 以 用 根 号 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 7 三 4.， 

证 fj(X)= 0 在 FW 上 可 以 用 根 号 解 志 > 了 (下 ) 的 dalois 群 
是 可 解 群 <=> 1 次 对 称 群 8。 是 可 解 群生 >72 委 4。 BE 

由 3.11. 2 ， 我 们 还 得 到 以 下 

定理 3.11.4 给 定 一 个 有 限 群 G 和 一 个 素数 2 或 0 ,那么 存 
在 一 个 特征 为 了 或 0 的 域 和 的 一 个 Galois 扩 域 K， 使 得 
G(K/E)G. 

证 设 G 的 阶 为 2， 那 么 由 Cayley 定 理 , G 与 4 次 对 称 群 S， 
的 一 个 子 群 五 同 构 。 令 是 一 个 域 ，chark 二 p 或 0 ,ti in 
是 上 7% 个 不 相关 不 定 元 。 令 了 二 k(il,…, tn)。 取 KK 是 多 项 式 

f(T)= "tt 1)"*t, EFLR] 
在 FF 上 的 分 裂 域 ， 则 KK 是 的 Galois 扩 域 ， 它 的 Galois 群 
G(K/F) 与 $n 同 构 ,对 于 SS, 的 子 群 瑟 ， 有 GCK/F) 的 一 个 与 玖 
同 构 的 子 群 与 它 对 应 、 仍 记 作 五 令 是 I 的 五 /8 的 中 
间 域 ， 则 K/BB 是 Galois 扩张 ， 且 G( 开 /及 )= 互 宕 | 

渡 起 _ 般 ， 给 定 一 个 域 万 和 一 个 有 限 群 G， 是 在 存在 的 
一 个 Galois 扩 域 K， 使 得 K/F 的 Galois 群 G(K/ 了 ) 侍 G。 这 个 
问题 的 答案 是 否定 的 。 只 要 看 一 看 有 限 域 『s 或 看 实数 域 尽 或 复 
数 域 C 的 情形 就 足以 证 有 明 这 一 点 。 当 了 =Q@ 是 有 理 数 域 时 ， 除 了 
个 别 的 群 G 外 ， 这 个 问题 的 一 般 解 决 也 远 没有 得 到 . 

最 后 我 们 讨论 一 下 素数 次 方程 。 

引 理 5.11.4 设 2 是 一 个 素数 ，f( 站 ) 是 菜 一 个 域 I 上 7 了 次 
可 分 多 项 式 ， 如 果 f(X) 的 Galois 群 G 不 等 于 Sp, 则 f( 革 ) 在 Fr 
上 的 分 烈 域 可 以 由 f(X) 的 任意 2-2 个 根 生 成 。 
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证 ” 设 Q1,…,0p 是 (ZX) 在 的 一 个 代数 闭 包 内 的 全 部 根 ， 
KK=F(Q1,…, 0Q2) 是 (XY) 在 FF 上 的 分 裂 域 。 如果 天 互 ) 的 某 D-2 
个 根 不 能 生成 及 ， 那 么 对 1( 立 ) 的 根 适 当 编 号 ,可 以 假定 = 
(Gs, 0p) 竺 及 .所 对 应 的 G 的 子 群 瑟 了 {1}). 对 于 0 =G 来 说 ， 
oOEHS>I(G)) = j=3,"" 7 所 以 对 换 (12)E 五 CG。 田 
一 方面 ,因为 1f( 立 ) 在 上 不 可 约 ,。 所 以 LF(al): FPF]=degf=7， 
FCOF(QG)CK,G 中 与 (G1) 对 应 的 子 群 的 指数 为 ;所 以 ?| 1G1. 
因为 了 是 一 个 素数 ， 所 以 G 含 有 一 个 了 阶 元 素 0， 作为 {1,2,…， 
2} 的 一 个 年 换 ，o 是 一 个 7- 轮换 。 这样，0==(1iso…isp)， 因 
此 o 的 奋 干 次 项 必 有 形状 xx = 二 (1298，,…Ip)， 其 中 593,…, 7p} 二 
(3,…,P}。 重 新 对 ca,… Gp 编号 (这 不 影响 思 ) ,可 设 0"= 
(12…2) EG， 又 G3(12), 于 是 G = 59， . 

定理 5.11.5 设 瑚 是 实数 域 民 的 一 个 子 域 ，? 是 一 个 素数 。 
如 果 丸 上 ?2 次 不 可 约 多 项 式 f( 了 了 ) 恰 有 9-2 个 实 根 ， 则 fC(ZX) 在 
上 的 Galois 群 等 于 Sy. 

证 设 G15,9p-2，0p-1，。4GpE OQ 是 f() 的 全 部 根 ， 其 
中 G1,，…,07p-2 是 实 根 而 ap-1, as 是 一 对 非 实 的 共 轿 复 根 。 那 么 
(了 ) 在 上 的 分 寞 域 玉 = 了 (Gi,…, Gg) 不 是 实数 域 的 子 域 。 另 
一 方面 ，2-2 个 实 根 41,，…ap-; 生 成 的 子 域 =F(G1,*…,0p-2) 
是 实数 域 晴 的 子 域 ， 因 此 和 持 扩 。 于 是 由 3.11. 4，f( 了 对 ) 在 Ff 上 
的 GQalois 群 等 于 Sg。 

例 设 f(XX)= 了 -4X+2E QL[X]。 由 Bisenstein 判定 
法 ，f(X) 在 Q@ 上 不 可 约 。 由 方程 论 的 知识 可 知 f() 恰 有 三 个 
实 根 。 所 以 f( XX) 的 Galois 群 是 Ss， 因 而 方程 人 5 -4X+2=0 
在 Q@ 上 不 能 用 根 号 解 。 

应 该 指出 的 是 ， 一 个 代数 方程 能 否 用 根 号 解 是 和 基础 域 有 关 
的 。 例 如 ,方程 和 5s-4 和 +2=0 在 有 理 数 域 Q 上 不 能 用 根 号 解 ， 
然而 在 实数 域 尼 上 可 以 用 根 号 解 。 事 实 上 ， 妥 [ 习 ] 中 每 一 个 代数 
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方程 在 RR 上 都 可 以 用 根 号 解 ， 因 为 C = R(M - 1 ) 就 是 尽 的 一 个 
根 号 扩 域 ， 


本 题 


1 令 召 是 CC 的 扩 域 ,加 = C(t,4), 其 中 过 是 CG 上 不 定 元 ， 
4 满足 CC 上 方程 zz 十 如 三 1 确定 CC 在 Co22m) 上 的 
Galois 群 ， 其 中 和 是 正 整 数 ， 


3。12 ”二 次 、 三 次 积 四 次 方程 


设 下 是 一 个 特征 为 0 的 域 。 我 们 给 出 大 上 二 次 、 三 次 和 四 次 
一 般 方 程 的 解 ， 
二 次 方程 的 解 上 上 二 次 方程 有 形状 
(1) 2Z2 一 YI 二 ta =0. 
令 al1，G; 是 方程 (1 ) 在 F =k(ti，t;) 的 一 个 代数 闲 包 内 的 根 ， 方 
程 (1) 的 Galois 群 5 由 恒 等 置 换 及 对 换 (al;，a, ) 构 成 ， 所 以 
(ai -az)2 在 8S: 的 作用 下 保持 不 动 ， 因 而 (al - 4,)? € F 。 我 们 
有 
(az -0)2 一 (al 二 ao)2 -4002 一 1 一 4to。 
于 古 cl 一 as = 上 t? -4i,. 又 ai 十 Qs 二 tt 。 所 以 (1) 的 根 的] 
公式 征 
oa 十 V 放生 /2 
三 次 方程 的 解 hk 上 三 次 一 般 方 程 有 形状 
(2 ) Z3 一 Vi2Z2 二 12 一 3 一 10。 
通过 未 知 量 的 代 换 
A 二 YY tt 9 


3 
方程 (2) 化 为 
(3 ) 73 十 ?7 二 4=0， 
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2，9 所 太一 its)。 解 (2) 只 需 解 (3)。 设 ai aayas 是 方程 
(3) 在 的 某 一 个 代数 闭 包 内 的 全 部 根 。 对 称 群 8 有 合成 列 
Ss [> A D>(1)., 
先 在 基础 域 不 内 添加 一 个 本 原 三 次 单位 根 5 ，c 关 1，6?=1。 令 
B 一 ai 二 oas 十 6203， 
》 一 al 十 20s 十 cas。 
交错 群 4s 由 3 - 轮换 (ai ,as， es) 生成 ， 所 以 使 53,73 固定 。 砾 
一 方面 ，5 ,的 任意 对 换 都 对 调 B3,7s。 所 以 p+73，p3y3 在 Ss 
的 每 一 元 素 作 用 下 保持 不 动 ， 因 而 属于 。 我 们 有 
Xi 二 0 十 0a 王 (0， 
Cl102 十 0o03 十 0s01 一 2 | 
xl1C20as 一 一 人 
由 此 得 
pi+y3= -279 
By3 = 一 2723。 
所 以 P3，) 是 二 次 多 项 式 
(4) T? +2797T 277 
的 根 。 多 项 式 (4) 称 为 方程 43) 的 耶 解 式 。 山 方程 组 
al 十 cas 十 5203s= 有 万 ， 
xi 十 620， 二 6Qn =Y, 
Qi1 t,t =u 


解 出 


a = 3(B47), 


oa = (EB 5), 
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as= (Sp+EY). 
通过 简单 的 计算 ， 我 们 有 


有 一 3/-27Q&/2+T(3、 /37/2) /473 十 2792 ， 


EE —— Ep gp pp — ee — ir "er 


= /TIT (3 /S/n og , 
z 四 次 方程 的 解 下 四 次 方程 
X4 一 tiO3 十 zxX2 一 ta 十 t 一 0 
-通过 未 知 量 的 代 换 
| 


可 化 为 以 下 形式 : 
(5) y+pY?+qgY +7=0. 
设 01,0,,03, 04 是 方程 (5) 在 域 了 =k(p,9,7) 的 某 一 个 代数 闭 包 
内 的 根 ， 对 称 群 Se 有 合成 列 
SD ADrD{, oro)(os 0 )}D(1), z 
这 里 V={1l，(@i102) (Qs04), (0Q108) (0204), (O104)(0203)}。 令 
| 二 《G1 十 Gs)《Qs 二 04)， 
(6) bs =(Ga1+03)(0, + 04),) 
sa 二 (Ql 二 +G)(0, oo), z 
则 集 {B1,B:，Bs} 在 S 4, 的 所 有 置换 之 下 不 变 。 所 以 B11，B;，h， 的 
初等 对 称 多 项 式 属 于 五。 我 们 有 
Prt+pb.+hs=27, 
pi1B, +php.pBs +Psp1l=7 -4r7, 
Bip.bs= - 4, 
B1B,P; 是 FF 上 二 次 多 项 式 
T3 — 2pT? + (pA47)T+q* : 
的 根 ， 这 个 三 次 多 项 式 称 为 方程 (5) 的 三 次 予 解 式 .因为 4a1 + as 
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ii 将 “ 一 =- pr rir ri Tr 
= 二 一 一 -一 --.… - 


+as+ai=0。 所 以 由 (6)， 我 们 有 
(ai 二 aa)2 一 一 Ai， 
(al 十 03)2 一 一 0 ， 
(ai 二 ai)2 一 一 太 


2a:=、A/ -Pp + -bp: + -5 ， 

2as=、/ -bp + -pb: -ww -bps, 

20 4 =- -Bb -~ -1 tv -ps 
并 且 满 足 条 件 

~ -jw -~b, ~ -ps = -9. 
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第 四 章 ”超越 扩张 


在 前 而 两 章 里 , 我 们 主要 讨论 了 域 的 代数 扩张 。 在 这 一 章 里 ， 
我 们 将 一 般 地 研究 超越 扩张 〈 非 代数 扩张 ) ， 


4.1 超越 基 超越 次 数 


设 R 是 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 ，S 是 R 的 一 个 子 环 ， 并 
且 S 含 有 RR 的 单位 元 ， 对 于 41 ，*…, 4nER， 今 S[qi,…, 4n] 表 不 
0 4n 在 S 上 所 生成 的 的 子 环 。 
S 上 个 不 定 元 多 项 式 环 SL …, 六 nj] 到 SLai,*，…, 4] 的 
映射 
PD : SL[ 1 Df(TI, = 

3 clear) 一 

> Cr ii leG an SLCai Cn ]， 
eyouES， 是 SF 和 ww, 瑟 。] 到 SFa,…,an] 的 同 态 满 射 。 

如 果 同 态 映 射 2 是 单 的 , 即 S[ 和 1 ，,…, 下 ,J] 衬 SLas an], 那 
么 就 说 ，q1 ya 在 S 上 代数 无 关 ; 如果， …，aE 玉 不 是 在 全 
上 代数 无 关 的 ， 那 么 就 说 ，c，…， "在 SS 上 代数 根 关 。 

根据 这 个 定义 ， 对 于 有 R 的 元 素 91 ，*…,4n 和 BR 的 子 环 5 来 说 ， 

Qi ,4n 在 S 上 代数 无 关 

<>VfES[X，…X]， 若 fa ao)=0 则 j=0， 

<->SFa ,…, a4] 中 一 切 单项 式 Qn0, "(i ，…, in 是 任意 
非 负 整数 ) 的 集 在 S 上 线性 无 关 ， 

及 的 元 素 a 叫做 子 环 S 上 一 个 超越 元 ， 如 果 4 在 S 上 代数 无 
关 ; 在 相反 的 和 情形， 就 称 a 是 S 上 一 个 代数 元 ， 

设 4 是 环 R 的 一 个 非 空 子 集 。 如 果 4 中 任意 有 限 元 素 都 在 4 
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上 代数 无 关 ， 那 么 就 说 4 在 SS 上 代数 无 关 。 空 集 ( 包 六) 被 认为 
在 S 上 代数 无 关 ， 

由 以 上 定义 可 以 直接 得 出 以 下 结论 : 

1。 环 S 上 一 个 代数 无 天 集 的 任意 子 集 也 在 S 上 代数 无 大， 

2. 总 上 代数 无 关 集 里 的 任意 元 素 都 是 S 上 超越 元 。 

3， 设 8S' 也 是 环卫 的 子 环 且 SSCS'。 如 果 有 R 的 子 集 4 在 S' 
上 代数 无 关 ， 那 么 4 也 在 S$S 上 代数 无 关 ， 

我 们 将 引入 域 的 超越 基 的 概念 ， 首 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 4。.1.1 设 户 是 一 个 域 ， 下 是 户 的 一 个 扩 域 ，4 和 B 是 
玉 的 两 个 子 集 。 对 于 4 和 B 来 说 ， 以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) A 门 B= 名 且 A4UB 在 Ff 上 代数 无 关 ; 

(ii) 4 在 Ff 上 代数 无 关 而 B 在 f(A4) 上 代数 无 关 ; 

(iii) BB 在 Ff 上 代数 无 关 而 4 在 Ff(B) 上 代数 无 关 。 

证 由 于 4 与 妃 的 地 位 对 称 性 ， 我 们 只 需 证 (i)<>(ii)。 

(i) 一 >(ii) ACSC AUB 而 4U B 在 Ff 上 代数 无 关 ， 所 以 4 在 
上 代数 无 关 。 我 们 证 明 B 在 f(A) 上 代数 无 关 ， 

令 91, 呈 ,3m 是 BB 中 住 意 有 限 个 元 素 ， 如 果 存 在 域 F( 4) 上 ”9 
个 不 定 元 了 1,…， 了 。 的 多 项 式 

f(Y1, ,7,)= > CY ", 


CD) 二 Ci ooo9im 忆 8B(A)， 使 得 ff?1,…,7,) 二 0， 我 们 证 明 ， 
有 所 有 系数 C6(i) 二 0 .cyERF(A) 是 FF 上 关于 4 的 元 素 的 有 理 分 式 ， 
因为 只 有 有 限 个 cc， 所 以 存在 6l，…，ovE 4 和 ?MD 一 200( 是 19 
久 ,) ,20=2( 及 000 各)ERTX Tn v6 es) 天 0 
使 得 每 一 个 co 都 可 以 表 成 

CDH=U OL On)/V( O16n). 
六 为 ji 7,)= 二 >) EE 0 ， 所 以 

> 9 "°°, En ) 971。 "m= 0 。 
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9 一 8 和 1 有 了) 一 


= Su XL .DA ，m。 


9 古 户 上 + 1m 个 不 定 元 站 1 中 nn， 了 1,"…, 了 的 多 项 式 . 我 
们 有 
IC(clyeeey On Ns ) 一 0，。 
因为 4UB 在 f 上 代数 无 关 , 且 4 门 B= ,615* 56ns 1" 
;7% 是 A4UB 中 五 不 相同 的 元 迪 ， 因 而 在 Ff 上 代数 无 关 。 所 以 
9 中 系数 必须 全 为 零 ， 由 此 得 
2 AI 和 nn) 一 0。 
于 是 
Cd) 一 20i(o On)/V (G19, sa) 一 0， 
从 而 (Yi,…, 了 ,)= 二 0。 这 就 证 明了 BB 在 f(A4) 上 代数 无 关 . 
(ii) 一 >(i) 设 A4 在 上 代数 无 关 ，B 在 f(4) 上 代数 无 
关 , 如 民有 ce A4 门 B; 那 么 (XX)== 六 -cEF(A)[ 革 ] 而 f(c)=0. 
因而 cEB 是 F(A4) 上 代数 元 。 这 与 8B 在 F(A4) 上 代数 无 关 的 假设 
矛盾。 因此 40) 瑟 = 2， 
现在 证 明 AUB 在 Ff 上 代数 无 天 。 设 51，… 5 7 ，… 7 证 
AUB 中 任意 7%+w 个 元 素 ， 基 中 51,6nE A, 71 ,7nEB， 
我 们 证 明 ， 如 果 有 上 1+m 个 不 定 元 并 1 三 了 9 工 , 的 
多 项 式 9( 和 Xi， 成 了 :了 工 ,)， 使 得 
1(5Eoycny 7 Nn,)= 0, 


则 9= 0 。 
当 % 二 0 或 m= 0 时 ， 显 然 9==0， 因 此 4 和 B 都 在 下 上 代 
数 无 天 。 


设 % 宇 1 且 m 之 1， 将 9 写成 多 项 式 环 『[ 针 !,…, 症 wn] 上 关 
于 YL， 了 Y ,的 多 项 式 : 
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gy 二 之 Uy 9 0y 及 .VY! 1o00V 5, 
t ) 


Uiy( 太 1， “0, 六 及，) 蕊 站 [有 ye 从]。 令 
fCY, 9 9 9 Y.,.)= > ee, Cn)Yileo0Y tin, 
¢ 


则 Yi 了,.) 气 P(AD)LY1,…, 了 Jj， 因为 B 在 F(A) 上 代数 无 
关 ， 所 以 

f(Wis 0, Yn)= 0 Uo" 61) = 0, VY(i), 
又 因为 52 在 刺 上 代数 无 关 ， 所 以 WU)( 且 1 各 os) 一 0， 


VY(z)。 于 是 
8( 及 1 及 np i,k) 一 0 。 


所 以 A4UB 在 fF 上 代数 无 关 。 
设 K 是 域 了 的 一 个 扩 域 。 太 的 一 个 子 集 B 册 做 KK 在 上 一 个 
超越 基 ， 如 果 下 列 两 条 件 被 满足 : 

1. BB 在 Ff 上 代数 无 关 ; 

2， 太 是 7(B) 的 代数 扩 域 。 

如 果 存 在 KK 在 F 上 超越 基 B8， 使 得 KK 二 Ff(B)， 那 么 就 说 K 
是 下 的 一 个 纯 超 越 扩 域 ， 而 玉 / 及 称 为 一 个 纯 超 越 扩张 。 

我 们 证 明 超 越 基 的 存在 性 〈 可 能 是 空 集 ) 。 为 此 ， 只 需 证 明 
以 下 的 

定理 4.1.2 设 玉 是 域 了 的 一 个 扩 域 ，A4 和 0C 是 KK 的 子 集 ， 
且 ASO，A 在 上 代数 无 关 而 KK 是 FCC) 的 代数 扩 域 。 那么 存在 
KK 在 Ff 上 的 一 个 超越 基 B，ACBCO,， 

证 令 S={B'CK|ACB’CO,B’' 在 上 代数 无 关 }。 显 然 
AE S， 所 以 S 取 必 。 对 于 集合 的 包含 关系 来 说 ，S 作成 一 个 偏 序 
集 。 设 {B;14E 4} 是 5 中 一 个 链 (A 是 一 个 指标 集 ) 。 令 B*= 
= | 5, 则 4EB*SC。 设 5 是 B* 中 任意 有 限 个 元 素 ， 


pp 


那么 存在 某 一 个 Bi， 人 EE 4A, 使 得 51 Sp "9 Sn B:, 为 B: 在 FF 上 
代数 无 关 ， 所 以 5: 9 sn 在 上 代数 无 关 ， 因而 B* 在 FF 上 代数 
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无 关 ， 所 以 Br+E S。 显然 对 于 任意 4EA， B* 汪 B;。 所 以 B* 是 
{B;1%E 4A} 的 一 个 上 界 。 因 此 5 是 归纳 集 。 于 是 由 Zorn 引 理 ， 
妨 有 一 个 极 大 元 巨 。4E BCC。 

我 们 证 明 ，B 就 是 玉 在 f 上 一 个 超越 基 ， 首先 ，BES， 所 
以 B 在 上 代数 无 关 。 共 次 , 我 们 有 FF(B)CEF(C) 守 KK， 而 K 
是 F(C ) 的 代数 扩 域 ， 这样， 我 们 只 需 证 明 FC(C) 是 FC(B) 的 代数 
扩 域 即 可 。 如 果 有 5EF(C) 而 5 是 F(B) 上 超越 元 , 那么 集 {5) 
在 F(B) 上 代数 无 关 ， 且 £&B 而 B 又 在 Ff 上 代数 无 关 ， 于 是 由 
4.1. 1 ，BU{s} 在 Ff 上 代数 无 天。 我 们 有 

ASBU{S)EO, 

所 以 BU{E}E BS, 然而 EE&B， 所 以 B 导 BU{E}, 这 与 B 是 S 
的 极 大 元 的 事实 相 了 矛盾 。 于 是 , C 在 f(B) 上 是 代数 的 ,从 而 F(C》 
是 F(B) 的 代数 扩 域 ,这 就 证 明了 到 是 8(B) 的 代数 扩 域 ，B 是 K 


在 上 一 个 超越 基 ， | 
推论 4.1.5 域 f 的 任意 一 个 扩 域 K 都 存在 f 上 的 超越 基 。 
证 在 4.1.2 里 ,， 取 A4= 儿 ，C0 = KK. 


推论 4.1.4 设 f 是 一 个 域 ,是 对 F 添 加 一 个 集 C 所 得 的 扩 
域 ,KK 二 了 (COC), 那么 一 定 存在 KK 在 FF 上 一 个 超越 基 B, 且 刀 SC。 

证 在 4.1.2 里 ， 取 4= 过 。 LE 

域 所 的 一 个 扩 域 在 上 的 超越 基 并 不 是 唯一 的 。 自 然 发 生 
这 样 的 问题 ， 给 了 到 在 上 两 个 超越 基 B 和 C0。 它们 的 基数 是 否 
相同 ? 下 面 将 对 这 个 问题 作出 肯定 的 回答 . 

以 下 我 们 用 1B| 表 示 一 个 集 8 的 基数 

先 考虑 一 个 简单 的 情形 ， 即 KK 在 上 有 一 个 超越 基 是 有 限 集 
的 情形 。 这 时 我 们 有 

引 理 4.1.5 设 天 是 域 严 的 一 个 扩 域 。 如 果 天 在 下 上 有 一 个 
超越 基 互 含有 个 元 素 〈7 是 一 个 非 负 整数 ) ， 那 么 到 在 不 土 任 
意 超 越 基 都 含有 7 个 元 素 . 
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到 一 
ri 


证 设 B' 是 KX 在 Ff 上 任意 一 个 超越 基 。 我 们 证 明 |B’'|<n< 
181。 由 此 ， 对 调 B 与 B' 的 地 位 ， 又 有 1Bj| 志 1B'j， 从 而 18B|= 
=|1B'|. 

当 wx 二 0 时 ，B= 二 名 ,这 时 KK 是 的 代数 扩 域 。 所 以 及 不 含 下 
上 的 超越 元 素 ， 因 而 1B'|= 0。 

设 > 0 ， 假 设 对 于 任意 域 扩 张 L/ 用 来 说 ， 只 要 有 一 个 超越 
基 B! ， 而 1B1 | 二 X 过 nx， 那么 对 于 L/M 的 任意 超越 基 B11， 就 有 
1B' | <k, 

现在 设 B' 是 及 在 Ff 上 任意 一 个 超越 基 。 如果 B' 导 B， 那 么 
自然 有 18B' | 三 x。 设 B' 千 B， 那 么 存在 6EB' 而 56&B。 集 (5] 
在 上 代数 无 关 , 又 FT(B) 己 F(BU{E}))SK， 而 是 F(B) 的 代 
数 扩 域 ， 所 以 K 是 F(BU{5)) 的 代数 扩 域 . 由 4.1. 2， 存 在 在 
上 一 个 超越 基 丰 ， 使 得 {EBCBU(E). 记 5B =CU{5}， 则 
C 导 B。 因 为 K 是 F(B) 的 代数 扩 域 ， 所 以 6 是 F(B) 上 代数 元 。 
由 4.1. 1，BU{6} 在 FF 上 不 是 代数 无 关 的 。 然而 B=CUt{6} 守 
BU{5}, 所 以 0 和 持 B。 因此 iC| 二 1B1=7. 

令 F' = 有 (CE)。 我 们 证 明 ，C 与 8"= B'、{6} 都 是 K 在 Ff' 上 
的 超越 基 。 

事实 上 ， 因 为 B=CU{E5} 在 上 代数 无 关 ， 由 4.1.1,，C 
在 F' = P(E) 上 代数 无 关 。 其次，F'(0)= 二 了 (BB)， 而 KK 是 F()》 
上 代数 扩 域 ， 所 以 K 是 7'(C) 上 代数 扩 域 ,因此 CC 是 KK 在 F' 于 
一 个 超越 基 。 

同 理 可 证 B” = B'、{6} 也 是 玉 在 Ff' 上 一 个 超越 基 。 

由 于 10C|1 二 7%。 又 由 归纳 法 假设 18”| 志 101, 所 以 1B'|=18B"”| 
+1< 和 jc|+1 委 2。 引 理 被 证 明 。 各 

现在 证 明 一 般 的 

定理 4.1.6 设 K 是 域 的 一 个 扩 域 。K 在 上 任意 两 个 超 
越 基 都 有 相同 的 基数 ， 
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证 设 B 和 C 是 KK/F 的 两 个 超越 基 。 如 果 B 与 0 之 一 是 有 
限 集 ， 那 么 由 4.1. 5， 另 一 个 也 是 有 限 集 ， 并 且 1B|1= 1C|， 

现在 设 B 与 0 都 是 无 限 集 . 

设 YEO。 因 为 B 是 K/F 的 超越 基 ， 所 以 7 是 了 F(B) 上 代数 


。 因 此 »》 是 系数 在 了 (B) 内 的 某 个 多 项 式 
f( 和 )= > CXi, ci€EF(B), ca= 1， 


的 根 。 和 在 在 61，…, 61E€ B 和 多 项 式 wi( 尽 1，*… ,1), 1 人 i 寺 m -1， 
v(A1 I)E FL ，2(51, ;61) 尖 0 使得， 
Ci=WU( Os SD/V S01), 1SiSCm-1, | 
因 些 ，f( 子 ) 是 系数 在 F(6l*…， 51) 内 的 多 项 式 .。 令 By = {6,,*…， 
“SB， 则 ?是 (By*) 上 代数 元 . 
这 样 ， 对 于 C 的 每 一 个 元 素 》， 可 以 选取 巨 的 一 个 有 限 子 集 
By， 使 得 7 是 F(By) 上 的 代数 元 。 


显然 Br 刁 C。 假设 存在 PeEB 而 6 &【) By。 由 于 C 是 


Yeo ?了 6 


五 /四 的 超越 基 , 所 以 Bb 是 F(C) 上 代数 元 , 另 一 方面 ,0 的 每 一 个 元 
素 都 是 FC By) 上 的 代数 元 ,所 以 F(C) 是 FP(【 By) 的 代数 扩 


yeo yev 


域 。 因 此 是 F( By) 十 的 代数 元 。 然而 8 【] By， 所 以 由 4. 


?6 ?ee 人 


1. 1 ，B 的 子 集 ( (J By) U{B} 在 F 上 不 是 代数 无 关 的 ， 这 与 B 


?了 8 


是 KK/F 的 超越 基 的 假设 蔬 盾 。 这 样 就 有 B= 【Br. 


yeC 


因为 C 是 无 限 集 ， 而 每 一 个 By 都 是 有 限 集 ， 所 以 我 们 有 
IBl= | (J) Br is 和 RCI=1Ccl， 


?EC 


这 里 头 表 示 可 数 集 的 基数 ， 
对 调 B 与 C 的 地 位 ,我 们 又 有 1C| 志 1B1. 因 此 |B1=|cl. 是 
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定理 4. 1. 6 表明 ， 域 扩张 KK/F 的 任意 两 个 超越 基 都 其 有 相 
同 的 基数 .我 们 把 这 唯一 确定 的 基数 定义 为 K 在 F 上 的 超越 次 数 ， 
记 作 tr.degrK 或 tr,.deg(K/F). 

定理 4.1.7 设 K 是 域 户 的 一 个 扩 域 ， 

(i) EK/ 是 代数 扩张 二 >tr.degrK= 0， 

(ii) 设 K 是 对 添加 n(n 宇 0 ) 个 元 素 aas 所 生成 
的 : K=F(oi1,*…,0,)， 那么 tr, degrK<<n. 

证 (ij) K/F 是 代数 扩张 二 >K/F 的 超越 基 是 空 集 <-> 
tr,degrK=0., 

(ii) 由 4.1. 4， 存 在 KK/F 的 超越 基 B， 使 得 BC 与 {9i，… 
Gn},. Bl tr,.degr Kn. BE 
定理 4.1.8 设 太 是 域 ff 的 一 个 扩 域 ， 且 tr.degrK =7. 

(i) 于 的 子 集 4 如 果 在 下 上 代数 无 关 ， 则 |4| 委 za。| 4|= 
n<—> 4 是 玉 /7 的 一 个 超越 基 。 

(ii) 设 0 古 KK 的 一 个 子 集 而 KK 是 FC(C ) 的 代数 扩 域 , 则 
Cl 二 nn.10|=n<> C0 是 K/F 的 一 个 超越 基 . 

证 (i) 由 4.1.2。 存 在 /Ff 的 超越 基 B5， 使 得 4 己 B。 举 
此 | A|<1B|=n,|A4|=n<> A4A=B. 

(ii) 如同 (i) 一 样 ， 由 4.1. 2 存在 KK/F 的 超越 基 B 使 得 
BEO. Flrn=|B|<IC|. IC|=n<—>0=B, 

定理 4.1.9 设 思 GE 天 三 也 是 一 串 扩 域 。 我 们 有 

tr.degrL=tr,.degzL+i+tr,.degrk. 

证 设 B 是 K/ 了 的 一 个 超越 基 ，C 契 L/K 的 一 个 超越 基 . 
我 们 证 明 ，B UC 是 L/F 的 一 个 超越 基 ， 且 B 站 C= 多， 

因为 B 在 上 代数 无 关 ，C 在 KK 上 代数 无 关 , 所 以 C 在 f(B) 
上 代数 无 关 。 由 4.1.1，B 站 C= 名 , 且 B UC 在 Ff 上 代数 无 关 . 
为 了 证 明 B UC 是 L/F 的 一 个 超越 基 ， 只 需 证 明 工 是 F(BUC) 上 
的 代数 扩 域 。 


因为 Kk 是 F(B) 上 的 代数 扩 域 ， 所 以 K 的 元 素 是 I(BUC) 上 
的 代数 元 ， 因 而 域 〖(BUO)= F(BUC)(K) 是 F(BUC) 上 的 代 
数 扩 域 。 另 一 方面 ，K(O) 守 KK(BUO)CL， 而 工 是 KK(0C) 上 的 
代数 扩 域 , 所 以 也 是 K(BUC) 上 的 代数 扩 域 .于 是 工 是 F(BUOC) 
上 的 代数 扩 域 。 这 就 证 明了 B UC 是 /FF 的 一 个 超越 基 。 于 古 
tr,.degzL=|1BUC|I=|B|I+1C|= 


tr.degrK+tir.degrL, | 
推论 4.1.10 设 工 是 域 户 的 一 个 扩 域 ， 而 下 是 L/F 的 一 个 
中 间 域 。 那 么 tr,degrK<tr.degrL. | 


定理 4.1.11 设 必 是 域 F 的 一 个 扩 域 ，K 和 工 都 是 民 /F 的 
中 间 域 ，KL 是 下 与 工 的 合成 域 、 那么 

tr,degrKL<tr,degrL; tr,degr EK Ltr, degrk; 

tr, degr KL<tr. degrK +tr.degrL. 

证 令 B 是 5/F 的 一 个 超越 基 。 工 的 每 一 个 元 素 都 是 F(B) 
上 的 代数 元 ,所 以 KL=k(ZL) 是 K(B) 上 的 代数 扩 域 .由 4.1. 2， 
存在 KL/K 的 一 个 超越 基 C， 且 CSB。 于 是 

tr.degrkKL= IC| 才 |18| =tr.,degsrL, 


同 理 有 
tr,.degrKL<tr,degrk. 
再 由 4.1. 9， 
tr,degrkKL=tir degrK+i+tr,degrKL 
<tr ,degrK+tr,degrL, 
在 2. 3 里， 我 们 定义 域 的 正规 扩 域 是 满足 是 以 下 两 个 条 


1. 加 是 天 的 代数 扩 域 ; 

2. 田 在 天 上 的 每 一 个 共 恩 域 都 等 于 殖 。 

下 面 的 定理 表明 ， 在 正规 扩 域 的 定义 里 ， 条 件 1 是 多 余 的 。 
定理 4.1.12 设 开 是 域 玉 的 一 个 扩 域 。 如 采 天 在 玉 上 每 一 
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个 共 轿 域 邵 等 于 天 本 身 ， 则 KK 是 户 的 代数 扩 域 ， 
证 ” 侯 设 KK 有 古 记 的 超越 扩 域 .我 们 持 明 ， 存 在 天 的 一 个 扩 域 
人 和 一 个 到 如 内 的 了- 共 轿 0 : KK-> 如 ， 使 得 o(K) 关 KK， 
令 B={texjaxe4 是 天 /中 的 一 个 超越 基 。 令 下 ' ={ 和 xjxc4 是 与 
B 具有 辣 一 指标 集 A4 的 KK 上 不 相关 不 定 元 的 集 . 令 M=K(B') 
是 KK 上 关于 B'={ 症 4}46。4 的 有 理 分 式 域 ( 即 必 上 关于 B' 的 一 切 有 
限 子 集 的 有 理 分 式 域 的 并 集 〉 。 我 们 有 FSCSF(B) 守 KCM. 
z 令 是 的 一 个 代数 闭 包 ， 令 
12 只 :是 下 (有 8) 在 只 内 的 代数 财 包 ， 
4 是 8(B ) 在 另 内 的 代数 财 包 。 
集 ={texjaxc4 在 下 上 代数 无 
关 ， 所 以 存在 Ff- 同 构 
JP :FF(B)SF(B'), 
DOSE) 一 天， AE A, 
9 可 以 开拓 为 F(B) 的 代数 闭 包 昌 ， 
到 F(B') 的 代数 闭 包 名 ;的 一 个 了 fF- 
z 同 构 ， 仍 用 9 来 表示 这 个 开拓 。 令 
K'=9(K) 忆 8B,。 由 {人 XX;} ze 的 取 法 和 的 作法 , 我们 有 
0 二 lg ;万 -> 介 是 KK 到 日 的 一 个 了 - 共 轿 。 对 = 一 P(E)EK' 但 
和 所 天， 所 以 玉 :天 玉 。 这 与 题 设 相 矛 盾 。 | 


可 题 
1。 令 天 是 域 柬 的 一 个 扩 域 , 5S 是 玉 的 一 个 子 集 。 设 aE K 在 
F(S) 上 是 代数 的 ,而 a 在 F(S、\{B}) 上 不 是 代数 的 ， 其 中 bp E 8S。 
证 明 ，B 在 F(CS、\{G))U{B}) 上 是 代数 的 。 
2. 设 K 是 域 所 的 一 个 扩 域 ，4 和 C 都 是 下 的 子 集 ， 基 中 有 4 
在 上 代数 无 关 而 下 是 (CO) 的 代数 扩 域 。 那么 存在 C 的 一 个 子 
集 0', 使 得 4 门 0' 二 有 且 B= AUOC' 是 K 在 Ff 上 一 个 超越 基 。 
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3. (i) 设 B 古 复数 域 C 在 有 理 数 域 Q@ 上 一 个 超越 基 。 则 
B 是 无 限 集 ， 
(ii) 证 明 ，C 有 无 限 多 个 互 不 相同 的 自 同 构 ， 
(iii) 证 明 ，tr.degoC=|C |， 
4.， 设 F 古 一 个 代数 闭 域 号 的 子 域 ，K 是 只 /不 的 一 个 中 间 
域 ， 有 晶 tr.degzK 是 有 限 的 。 证明 ，K 到 日 内 的 任 意 一 个 了- 同 
态 单 射 都 可 以 开拓 成 为 只 的 一 个 自 同 构 ， 
5. 如 果 在 习题 4 里 ， 去 抒 tTr.degzr 天 是 有 上限 的 条 件 ， 习 题 
4 的 结论 是 否 还 成 立 ? 
6. 设 玉 二 (下 1，…,， 半 。) 是 域 记 上 个 不 定 元 的 有 理 分 式 
域 ，S 和 4 分别 是 4 次 对 称 群 和 2 次 交错 群 。 对 于 CESn， 
f( EKRK， 定义 
oO(f( 有 1 =) ) 

则 e 是 五 的 一 个 和 目 同 构 。 令 
L={fEK|Io(f)=f, YoE Sn); 
M={fEKIo(f)=f, VoE An}, 
证 明 ， 工 和 以 都 是 上 超越 次 数 为 1 的 纯 超越 扩 域 ， 


4.2 Liiroth 定 理 


一 个 域 耿 上 的 纯 超 越 扩 域 ， 特 别 十 有 限 生 成 的 纯 超 越 扩 域 ， 
看 起 来 是 比较 简单 的 。 我 们 知道 ， 瑟 上 任意 一 个 有 限 生 成 的 纯 超 
越 扩 域 下 都 与 上 7% 个 不 定 元 站 1 ，…, 芒 ,的 有 理 分 式 域 F(X， 
…, 卫 4,) 辣 构 。 然 而 尽管 如 此 ， 一 般 说 来 ， 一 个 纯 超 越 扩 张 K/F 
的 中 间 域 是 什么 样子 还 不 容易 弄 清 楚 。 在 这 一 市 里 ， 我 们 将 对 于 
最 简单 的 纯 超 越 扩 张 ， 也 就 是 超越 次 数 是 1 的 纯 超 越 扩张 ， 给 出 
它 的 中 间 域 的 结构 ， 

先 证 两 个 引 理 ， 

引 理 4.2.1 设 了 和 了 Y 了 是 域 F 上 不 相关 不 定 元 ,1( 匀 ),g(X) 
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是 一 对 互 夫 的 多 项 式 。 那么 多 项 式 9()Y -了 (XX) 是 F(Y)[X] 
的 不 可 约 多 项 式 ，。 
证 =FLX] 是 唯一 因 式 分 解 整 环 ,多项式 9( 半 )Y - (XX) 
是 RLYJ 中 的 本 原 多 项 式 ， 并 且 是 的 商 域 f(X) 上 关于 了 的 一 
次 多 项 式 ， 因 而 是 RLY] 的 不 可 约 的 本 原 多 项 式 。 所 以 9g(X)Y - 
f( 革 ) 是 RLY]= FL 了 ;了 J 中 关于 两 个 文字 世 ,， 了 的 不 可 约 多 项 式 ， 
义 因 为 FL 了 Yj] 十 叭 一 因 式 分 解 整 环 ， 所 以 g( 半 )Y - (XX) 是 FLY] 
的 商 域 fi(Y ) 上 关于 的 不 可 约 多 项 式 ， | 
引 理 4.2.2 设 F 是 一 个 域 ，K=F(7)，z 是 上 一 个 超越 
元 ; WEK 但 4 ,4 二 f(zZ)/g(z), 其 中 (xX), g(x)E RLzJ] 是 互 
素 的 多 项 式 。 那么 KK 是 (4) 上 有 限 次 扩 域 ， 并 且 
[KEK:F(u4)]=max(degf (xz), degg(7)). 
证 4% 是 上 超越 元 ( 见 2.1.9) 。 考 虚 (zw) 上 关于 不 定 元 
也 的 多 其 式 
PT)=9T)u- f(T). 
WI FCT), g TE FITI, HOFCT), 9(T))= 1,. 由 4.2.1,9(7) 
是 F(4u) 上 不 可 约 多 项 式 。 我 们 有 
P27)=g9(7)u -1(7)= 0. 
所 以 ?是 F(w) 上 代数 元 ， 并 且 
[EK : Flu)]=[LF(2): F(u)1=degp(T). 
因为 4 是 F 上 的 超越 元 ， 所 以 在 P9(T)=g(7T)w- 了 (TS 中 ,gC(T)4 
与 f(T) 中 关于 TT 的 同 次 项 的 系数 不 能 互相 抵消 。 于 是 
degPp(T)=max(degf(7T), degyg(T)). 
现在 我 们 证 明 以 下 
定理 4.2.5 (Liroth) 设 K=F(z) 是 域 F 的 一 个 纯 超 越 
扩 域 ， 吾 是 KK/F 的 一 个 中 间 域 ， 且 B 关 ff。 那么 存 在 上 一 个 超 
越 元 上 ， 使 得 = 二 F(t). 
证 ”因为 f 持 BZ, 所 以 存在 EB， 但 2 和 由 4.2.2，K 是 
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(4) 的 有 限 次 扩 域 ， 因 而 是 如 的 有 限 次 扩 域 ， 所 以 K 是 的 代 
数 扩 域 ， 令 ZE KK 在 BB 上 的 最 小 多 项 式 是 

fo(T)=T"*+a Ti an, 
a:EBCK。 每 一 个 Qi 都 是 I 上 关于 ?3 的 有 理 分 式 ， 因 此 总 可 以 
bi(7) 


(一 Ci TD) 一 p(y 
0 


这 里 Di(2),bo (7)E FL7], 1<iSn,， 有 bo (2), 01(7),…,bn(7) 是 
FLzx] 中 一 组 互 票 的 多 项 式 。 于 是 
f(r, T)=D0 (FT 4b TITITl 4 or)E FEZ, T], 
f(x, 了 了 ) 关 于 了 TT 的 次 数 是 nn 。 又 设 f(x,T) 关 于 2 的 次 数 是 m， 
因为 7 是 上 的 超越 元 ， 所 以 a1 ，…, 4s 中 至 少 有 茜 一 个 4; 不 
履 于 下。 我 们 将 这 个 41 记 作 二 。i1=a&7. 则 tt 古 F 上 超越 元 
(2.1.9) 。 现 在 证 明 ， 有 B= F(t). 
将 1 二 bi(z)/bo(7X) 表示 成 FLzj 中 两 个 也 素 多 项 式 的 商 ， 
t=g(z)/h(r), g(t) ZJ) ERLz] (qz) h(X))= 1, 
有 是 9g(2)|10i(x),h(x)1bo (x%)， 于 是 degg(2) 达 mm，degh(%) 夺 m, 
考虑 B[T] 的 多 项 式 


g(T) -th(T) IT) -EhT). 


强 么 7 是 这 个 多 项 式 的 一 个 根 、 因 此， 在 8[LTI] 内 ，fo( 了 7 了) 整除 
9( 有 下 ) - th(T)， 所 以 
gCT)- th(T)=f0 (TT), go (TE BLT]. 

两 边 乘 上 FL[7x] 的 一 个 适当 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 得 到 

D(Z)(9(7 )NCZ) -gH CT) =r, Tq (2, 7). 
Pp(z)E FLTI, do(z T)E FIT, Tj. 因为 f(x,7T) 没 有 FL7] 中 次 数 
大 于 零 的 因 式 ， 所 以 在 FLx, Til 里 ，9(7z) 整 除 qo (xz,T)。 因 此 ,在 
在 9(zx, 人 了)€ FL[zx, 人]， 使 得 
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9( 全 )A0Z) -g(r T=fr, TY, T). 
等 式 左 端 关 于 2z 的 次 数 至 多 为 m， 而 右 端 f(z, 了 TT) 关于 ?的 次 数 
等 于 m， 因 此 只 可 能 左 端 关于 7? 的 次 数 等 于 m 并 且 右 端 g(X, 代 ) 
关于 3 的 次 数 等 于 0。 所 以 9(7x,7T)=g(T)E RE 
我 们 和 证明，4( 了 7)=cE 玉 。 假 设 degd( 了 2 了) 盖 0。 令 2 是 40 了) 
的 一 个 根 〈 在 BCz) 的 一 个 代数 闲 包 内 ) 。 于 十 就 有 
IC(Ca)RZ) 一 9)AOD) 一 jz 0)g(a)= 0. 
如 果 g(4)==h(@) 二 0 ,那么 9(2) 与 4(z) 可 以 同时 被 4 在 上 的 最 
小 多 项 式 整 除 , 这 与 9(z),zz) 互 素 的 假设 了 矛盾。 如 果 8(a) 天 0， 
那么 由 上 面 的 等 式 得 出 1=9(2)/h(x)=g(G)/h(e) 是 FF 上 代数 元 ， 
这 又 导致 巴 盾 ， 如 果 9g(9) 关 0， 我 们 又 得 到 1! = 有 h(a)/g(a)， 
也 同样 导致 媚 盾 。 这样 一 来 ， 只 能 是 9(T)=cEF。 于 是 
gCTIRCF) — gL T)=Cf%, T), cEF, 
由 左 端 的 多 项 式 的 形状 可 以 看 出 ， 它 关于 ?的 次 数 与 关于 TT 的 次 
数 是 相同 的， 都 等 于 和 ， 而 右 端 关于 允 的 次 数 是 2 。 因 此 mm 二 
另 一 方面 ， 因 为 tER， 所 以 F(t)CCBCK。 于 是 
[K :F(t)I>LK : BJ]=7n=m, 
再 由 4.2.2, [K: F(t)]J]=max(degg(7), degh(x)) 三 m。 这 样 
一 来 ， 挛 必须 [LK :了 (4)] 二 [5K :]， 从 市 加 二 了 (tt)。 定 理 被 让 


期， 四 
本 题 
1， 设 所 是 一 个 域 ， =F(z)，z 是 W 上 一 个 超越 元。 证 
明 : 
(i) 对 于 YE 玉 来 说 ， 太 (人 = 三 下 (zz) 必 要 且 只 要 
加 0 和 十 也 
y= cr+ad 


a,b,c, 4E FHad- bc 0., 
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(ii) 到 的 fF- 自 同 构 群 与 上 二 阶 射影 线性 群 PSL,(F) 同 
构 , 这 里 PSL2《( 了 ) 定 人 羡 为 上 全 体 二 了 济 可 衣 方 阵 对 方 阵 的 乘法 所 
成 的 群 对 其 中 心 的 商 群 ， 

2. 设 五 是 一 个 城 ，K =F(2,Y), 其 中 2 是 f 上 的 超越 元 且 
22 +y: 二 41， 证 明太 古 户 上 的 纯 超 越 扩 域 ， 

3， 设 五 是 一 个 城 ，charfT 关 2. = 了 (X,Y), 其 中 X,Y 应 足 
关系 az? +by* = 二 1，4,0E 了 且 a25 隆 0 。 证 明 以 下 两 个 条 件 等 价 ， 

(i) 存在 t€EkK， 使 得 K=F(t); 

(iji) 方程 cX2 + bY?==Z? 在 FF 中 有 一 个 非 溉 解 ，。 

4.。 设 瑚 是 一 个 无 限 坡 ，Z1 ,Xn 是 上 一 组 代数 无 关 的 元 
素 , 而 玉 是 尺 (7 Xn)/ 了 的 一 个 中 间 域 .又 设 tr,degrK=7、 
证 明 ， 存 在 妇 ,YY:， 合 得 信守 FP 了 (Yr)。 

[提示 人 先 设 ?7=1， 对 7 作 归 纳 法 ， 然 后 再 对 7 作 归纳 法 .J 

5. 投了 了 是 一 个 特征 不 为 3 的 域 ，z 是 7 上 一 个 超越 元 ， 
K=F(x,y)， 且 X33 + Y= 二 1。 证 明 ， 友 不 是 上 纯 超越 扩 瑟 。 


4.5 线性 无 绿 


为 了 以 干 的 讨论 ， 在 这 一 节 于 我们 介绍 坡 线 性 无 级 的 概念 。 
先 证 明 以 下 的 

引 理 4.3.1 设 必 是 域 f 的 一 个 扩 域 ,天 和 工 都 古 扩 /FF 的 
中 间 域 。 以 下 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) kK 中 任意 一 个 在 .上 线性 无 关 的 子 集 也 在 上 线性 无 
基 

(ii) 工 中 任意 一 个 在 上 线性 无 关 的 子 集 也 在 上 线性 无 
关 。 

证 (i) 一 >(ii) 令 5 是 荆 的 一 个 在 f 上 线性 无 关 的 子 集 。 
Bi,…,Pm 是 S 中 任意 有 限 个 元 素 。 则 Pj、…,PB。 在 F 上 线性 无 大 。 
如 果 有 Gils Qn K， 使 得 
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pn 怕 ， 药 J i rh i i 
rr i Eiki re 


010 十 Conp 一 0， 
适当 编号 ， 可 设 wa， aa(2 委 各 ) 在 不 上 上 线性 无 关 ， 而 每 一 个 0 
(1 过 ?之 MM) 可 以 表示 成 Qi 9 "ss xx 的 下 -线性 组 合 : 

gi= Sa i， aijEF, 

i=0 
于 着 
0= api= DT (Pap )a= PY, 
| 1 i=1 了 一 了 


了 二 
y ,= 5 9BiE LI<n). 由 (i)， 我 们 有 ?= 0 (1 过 j 过 7%)， 


从 而 4ij== 0 (1 三 i 过 Mm, 1 过 I 二 W)。 所 以 Qi 二 0 (1 志和 m)。 这 
笠 ，B1,…,PB, 在 L 上 线性 无 关 ， 即 5S 在 I 上 线性 无 关 ， 
(ii) 一 >(i) 证 明 完 全 类 似 ， 是 
设 不 征 一 个 域 ， 开 是正 的 一 个 扩 域 ， 天 和 厂 是 M/F 的 中 间 
域 。 如 果 引 理 中 等 价 的 两 个 条 件 之 一 被 满足 ， 那 么 就 说 玫 与 万 在 
上 线性 无 缘 . 

由 定义 直接 得 到 以 下 

定理 4-3.2 设 肝 是 域 户 的 一 个 扩 域 ，K 和 工 是 M/F 的 中 
间 域 。 以 下 人 条件 是 等 价 的 ; 

ii)》 KK 与 在 上 线性 无 缘 ; 

(ii) K/F 的 任意 中 间 域 K' 与 ZL/F 的 任意 中 间 域 在 FF 上 
线性 无 绿 ; / 

(iii) 五 的 任意 在 下 上 有 限 生 成 的 子 域 KK' 与 二 的 任意 在 下 
上 有 限 生 成 的 子 域 5' 在 上 线性 无 缘 ; 

(iv) 对 于 KK 中 任意 在 上 线性 无 关 的 元 素 wa ,…,as 和 工 
中 任意 在 上 线性 无 关 的 元 素 P 1 ,…,P,， 乘 积 4016 ;,1 寺 i 志 m， 
1 二 7 三 x， 也 在 上 线性 无 关 . 

证 〈i) 一 >(ii)，(ii) 一 >(iii) 都 是 明显 的 。 

(jii) 一 >(iV) 令 开 ' 一 太 (aa 了 一 (Do )， 
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则 天 "与 到 在 六 上 线性 无 缘 。 如 果 有 不 上 线性 关系 
> aijQipsy= 0 ,ai; ER, 


zz 一 1 7 


成 立 ， 那 么 由 于 B1，…,B。 在 K 上 线性 无 关 ， 而 忆 ooiE K， 所 


以 3 aisai= 0 (1 过 ?之 轴 ), 叉 因 为 i sse x 在 不 上 线性 无 天 ， 所 


Lhaiy= 0 (1 过 im， 1 SN), 
(iv) 一 >(i) 设 人 SS 天 是 任意 一 个 在 下 上 线性 无 天 的 子 集 。 
令 oaly…， an 是 8 中 任意 有 限 个 元 素 。 如 果 有 pp EL, 使 得 


杞 wii= 0， 适 当 编号 ， 可 以 设 1,…, Pan(n<m) 在 F 上 线性 
无 天 ， 而 每 一 Pi(l 志 ?7 志 0) 可 以 由 Bi,…，Pr 线 性 表 不 : 


pi= 之 ， aijp ; (liRMm)., 


于 十 之 之 QijoQip;= 0., 
由 (iv)， 必 须 ai = 0 ,1 过 i 迄 m，1 志 I 因而 KK 与 LL 在 FF 上 
线性 无 绿 。 


定理 4.5.5 设 有 和 工 都 是 域 扩 张 M/B 的 中 间 域 ，R 是 K 
的 一 个 包含 的 子 整 环 ， 且 玉 是 的 商 域 . 令 {0@i}icrl 是 向 量 空 
间 R 在 上 的 一 个 基 。 那 么 KK 与 LL 在 ff 上 线性 无 缘 当 且 仅 当 
{oijicr 在 五 上 线性 无 天。 

证 ”如果 KK 与 在 Ff 上 线性 无 缘 ， 那 么 由 4.3. 1 ，{oijiez 在 
厂 上 线性 无 天 。 

反之 ， 设 8，…，,p,。 是 二 中 任意 有 限 个 在 下 上 线性 无 天 的 元 


素 . 假设 存在 01,…, 4mE ,使 得 也 op:= 0。 因为 K 是 B 的 


商 域 ， 我 们 可 以 用 各 as(1 志 i 万 m) 的 公分 母 去 乘 这 个 等 式 两 端 而 
得 到 等 式 


3 Sipi= 0, dit Rh. 


因为 {oijic1 是 五 在 上 的 一 个 基 ， 所 以 存在 有 限 个 元 素 01，*…， 
On EE (Vijic1, 使 得 


于 是 
二 pb Qis 0 Pi= 0 “ 
因为 fo 在 过 上 线性 无 关 ， 所 以 己 ap = 0，1 声 j 过 nh。 而 


0 二 0 (1 志 2 志 tm，1 声 ] 和 ?)。 由 此 得 出 09; 一 0 (1 科 ; 委 M)。 这 就 
证 明了 KK 与 工 在 F 上 线性 无 缘 ， 站 
推论 4.3.4 设 天 和 工 都 是 域 扩 张 邓 /的 中 间 域 , {0@1)i. 1 是 
玉 在 上 一 个 基 , 那 么 K 与 L 在 Ff 上 线性 无 缘 当 且 仅 当 {fojier 在 
也 上 线性 无 关 。 
定理 4.5.5 设 K 和 工 都 是 域 扩 张 M/F 的 中 间 域 ， 而 L' 是 
L/F 的 一 个 中 间 域 。 那 么 与 工 在 上 线性 无 缘 当 且 仅 当 以 下 两 
条 件 成 立 : 

(i) K 写 TL' 在 F 上 线性 无 

KL 绿 ; 
/ (ii) KL' 与 LL 在 L' 上 线性 无 

KL'、 绿 ， 
入、 证 ”假设 条 件 (i) 和 (ii 成 立 。 
Kk 、 设 {@ijie! 是 KK 在 Ff 上 一 个 基 。 因 
\、 D4 为 天 与 厂 ' 在 玉 上 线性 无 缘 ， 所 以 
~r {wrjie1 在 5' 上 线性 无 关 ; 又 因为 
pd KL' 与 在 L' 上 线性 无 绿 ， 所 以 
F {wijicer(CKL') 在 LL 上 线性 无 关 。 
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于 是 由 4.3.4， 玉 与 工 帮 上 线性 无 绿 . 

及 过 来 ， 设 KK 与 工 在 上 线性 无 绿 。 这 时 条 件 (i) 自 然 成 站， 
因为 LS 工 。 今 {@ijier 是 KK 在 FF 上 一 个 基 ， 那么 {wijici: 企 LL 上 
线性 无 关 ， 所 以 在 5' 上 线性 无 关 . 令 

R= (之 Pio (有 限 和 ) BiEL') 
是 L' 上 一 个 向 量 空间 且 {0i1}i 1 是 在 L' 上 一 个 基 。 然 而 为 一 
方面 ， | 
= 【 之 op (有 限 和 ) ioi€ K,piEL'). 
是 KL 和 9 一个 子 泌 久 并 且 开元” 的 元 素 都 可 以 表示 成 5/3 的 形 
式 ，5,，7ER,7 了 0。 因此 KL' 是 RR 的 商 域 ,， 干 是 由 4.3.3， 
KL 与 在 L' 上 线性 无 绿 ， 


习 是 
1. 设 玉 和 工 都 是 域 扩 张江 /FF 的 中 间 域 ,并 有 LK : fj<%%， 


(i) KL/L 是 有 限 次 扩 疆 ， 并 HLKL: LJ<LK :Fj; 
ii) [KL: 工 j=[K :了 Fj 必 要 昌 只 要 KK 与 工 在 上 线性 无 


2. 设 K 和 工 都 是 域 扩 张江 /了 的 中 间 域 证 基 ; 

(i) [KL: F<o<>[K: FI<oHLL: F<o%; 

(ii ) 如 果 [KL: F]<<o0, 则 [KL: FJ<EK : FICL : FJ 

(iii) 如 果 [K : FF] 与 [ZL : 7 了] 和 互 素 , 则 [LKL: Fj] 一 [LK :天 
[ 工 : FF]， 并 且 这 时 与 工 在 Ff 上 线性 无 绿 ， 

3. 设 天 和 石 都 是 域 扩张 7/ 的 中 间 域 ， 并 且 及 /了 是 有 限 
次 Galois 扩 张 。 证 明 ， 久 与 工 在 站 上 线性 无 缘 。 如 果 KK/F 
和 L/F 都 不 是 Galois 扩 张 ， 上述 断 言 是 否 仍 成 并 ? 

4.， 设 K 和 工 都 是 域 扩张 几 /F 的 中 间 域 ， 共 中 了 K/F 坪 纯 超 
越 扩 张 而 5/ 了 是 代数 扩张 ， 证 明 ，K 与 工 在 上 线性 无 绿 ， 
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4.4 域 的 代数 无 关 性 

设 不 是 一 个 域 ， 开 是 严 的 一 个 扩 域 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 讨 
论 域 扩 张 叶 /FF 的 两 个 中 间 域 在 上 的 代数 无 关 性 。 这 是 一 个 与 
线性 无 绿 性 既 有 区 别 又 有 联系 的 概念 . 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 把 下 中 的 2 个 元 素 轨 ,2 所 成 的 序 组 
(2 2n) 简 记 作 (2)。 设 天 是 歼 的 一 个 子 域 。 对 天 添加 下 的 元 素 
2 …， On 所 得 的 扩 域 有 (2 2 ) 简 记 作 天 (2 )， 

引 理 4.4.1 设 歼 是 域 不 的 一 个 扩 域 。 玉 和 工 是 MK/ 的 中 
闻 域 ， 以 下 两 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) 天 的 任意 一 个 在 丸 上 代数 无 关 的 子 集 也 在 亏 上 代数 无 
关 ; 

(ii) 工 的 任意 一 个 在 Ff 上 代数 无 关 的 地 集 也 在 上 代数 无 
关 ， 

证 (i) 一 >(ii) 设 5S 是 工 的 一 个 在 上 代数 无 关 的 于 集 ， 
令 V01 ,…,v: 是 5 的 任意 有 限 个 元 素 。 我 们 证 明 ，91,…,2, 在 KK 上 

记 FF(D)= 二 FV,2n)。 因 为 91,…,2s, 在 FF 上 代数 无 关 ， 
所 以 tr, degrFf(v)=71, 

如 果 2，…2n 在 K 上 代数 相关 ， 那 么 存在 一 个 非 零 多 项 式 
亲生 六) EKLXI,…, 守 ，]， 使 得 fvi1,…,2s) 二 0 令 
(G15 ,0mj} 是 (着 1，，…, 半 ,) 的 系数 所 成 的 集 , 那么 K' = F(al， 
“0m) 守 KK 是 FF 上 有 限 生 成 的 扩 域 ,上 且 f( 苹 1， 半 ，)EK'[ 有 XI， 
… 叉 4]。 所 以 V1，*…,Vw 在 KK' 上 代数 相关 。 于 是 

tr,degr’' K'(v)<n, 

设 7 一 tr.degrK'， 而 B' 二 {外 ,下 ;Yr) 是 KK ' 在 FF 上 一 个 
超越 基 。 因 为 B' 在 上 代数 无 关 ， 所 以 由 (i)，B' 也 在 F(v) 
(CL) 上 代数 无 关 、。 福 意 到 KK' (2) = 三 天 1)， 于 古 
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tr degr 开 一 7T<tTr degpeo 下 (9), 
然而 由 4.1.11， 我 们 有 
tr, degroy kK (2 )<<tT。 degrK' 一 7。 


所 以 
tr.degrw  K’' (Vv)=7. 
由 以 上 结果 ， 按 两 种 方法 计 算 
K (vy) tr, degrK'(v)， 一 方面 ， 
/ tr,degrK’'(v)=tr, degr'’ K'(V) 
FV) + tr,degrk’'<n+r"; 


六 
另 一 方面 ， 
5 tr,degrK'(v)=tr. degrww kK'(v) 


+ tr,degrf(v) =7+n, 
这 就 导致 矛盾 。 因 此 91,*…,2w 在 上 代数 无 关 ， 

(ii) 一 >(i) 同样 地 证 明 ， | 

设 K 和 工 是 域 扩 张 导 /FF 的 两 个 中 间 域 。 如 果 4.4. 1 中 两 个 
等 价 的 条 件 之 一 被 满足 ， 那 么 就 说 KK 与 工 在 Ff 上 代数 无 关 ， 

定理 4.4.2 设 K 和 工 都 是 域 扩张 及 /F 的 中 间 域 。 如 林 五 
与 工 在 FF 上 线性 无 缘 ， 则 KK 与 工 在 Ff 上 代数 无 关 ， 

证 ”我们 证 明 ，K 中 任意 有 限 个 在 上 代数 无 关 的 元 素 也 在 
上 代数 无 关 。 假 设 存在 和 刀 ，…, UnEK， 它 们 在 上 代数 无 关 而 
在 上 代数 相关 ， 那 么 存在 上 多 项 式 

XL) 0， 
Cw) 二 Ci， "inZL， 使 得 fu yz) 一 0。 因 此 ， 出 现在 这 个 


多 项 式 中 的 所 有 单项 式 
{ 有 (2 一 Un CK 


在 石上 线性 相关 。 由 假设 ， 天 与 也 在 玉 上 线性 无 缘 ， 所 以 这 一 组 
单项 式 {MoC2)) 在 上 线性 相关 。 于 是 存在 一 个 线性 关系 
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Za Mi(u)= 0,， 
gi)ER, 开 且 不 全 为 零 。 令 

h(CRKi, ee, Ra)= Da) i EPLXL, ,1]. 
则 下 (及 1 了 0， 而 有 和 Ue Un) 二 0， 这 与 妇 ， 呈 Un 在 
上 代数 无 关 的 假设 矛盾 . 用 

定理 4.4.35 设 K 是 域 扩张 寻 /F 的 中 辐 域 . 令 (Y) 二 (2,，*…， 
un) 是 履 中 一 组 在 KK 上 代数 无 关 的 元 素 ,那么 及 与 7(4) = F(a *…， 
4r) 在 上 线性 无 缘 .。 

证 因为 各 ，…, Wr 在 KK 上 代数 无 关 ， 所 以 也 在 上 代数 无 
关 。 因 此， 作为 上 的 向 量 空间 ， 一 切 单 项 式 所 成 的 集 

fo "| iis oon ED,} 

作成 整 环 F[4]=F[wi,…,4,J 在 Ff 上 的 一 个 基 ， 这 里 乙 , 表示 全 
体 非 负 整 数 集 . 

因为 如 ,ss 在 天 上 代数 无 关 ， 所 以 妇 ，… 2 的 任意 有 限 
个 单项 式 在 及 上 线性 无 关 ， 所 以 了 [Cw] 的 基 【sara "| yi 
EZ,} 在 KK 上 线性 无 关 。 于 是 由 4.3.3，K 与 了 (WW) 在 ff 上 线性 无 
缘 ， | 

定理 4.4.4 设 工 是 域 f 上 一 个 有 限 生成 的 扩 域 ,那么 ZZ/ 了 
的 任意 中 间 域 也 是 上 有 限 生 成 的 . 

证 设 K 是 域 扩张 L/F 的 一 个 中 间 域 ,我 们 区 别 两 个 情形 来 
考虑 . 

情形 1 KK 是 的 代数 扩 域 

设 工 = (1，。…, Wn)。 适 当 编 号 ， 可 以 假设 如 ,WW 是 /RK 
的 一 个 超越 基 . 今 万 = Fu, 2) NL= E(us,1, 522) 是 万 
的 代数 扩 域 ， 所 以 工 是 五 的 有 限 次 扩 域 ， 

考虑 合成 域 K 有 =,us)=B(K). 因为 K 是 FF 的 代 
数 扩 域 ， 所 以 KK 的 每 一 个 元 素 都 是 上 的 代数 元 ， 因 此 KB 起 E 
的 代数 扩 域 。 于 是 
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ee .er rh td 、 ri。 mm 一 志 - 


tr.degrKEbE= lr.deggKE+tr.degrk = $s, 

力 一 方面 ， 

Lr,degrKE=tr.degrkKE+tr,degrK = tr.degxrkKB. 
所 tr.degrxKE=s。 于 是 由 4.1.8， Ww,4s 在 上 代数 无 
关 。 再 由 4.4.3，K 菇 在 上 线性 无 绿 。 这 样 一 来 ， 如 坟 Cl， 
…, 04 是 及 在 上 任意 一 组 线性 无 关 的 元 素 ， 那 么 91…, 84 也 在 
上 线性 无 天， 所 以 iLL : Bj]。 因此 

(IK: F<iL: Ej<o. 

所 以 K 是 的 有 限 次 扩 域 ， 因而 是 FF 上 有 限 生 成 的 扩 域 ， 
情形 2 KK 不 是 五 的 代数 扩 域 。 我们 有 

tr,degrK<tr,.degrL<=%0, 

邻 7= Lr,.degrK， 而 ,Ur 是 K 在 FF 上 一 个 超越 基 , 令 玉 "= 

FR(Wi ,4r)。 那 么 KK 是 F' 的 代数 扩 域 .又 工 是 F' (二 FF) 上 有 限 

生成 的 ， 于 是 由 情形 1 ，K 是 F' 上 上 有限 生成 和 的。 因此， 存在 ?1， 

Vs. ， 使 得 KK = FG ,WUs)， 从 而 衣 = 了 POU oo0gUrs D1， 

,29s) 是 上 有 限 生 成 的 ， | 

可 是 

]. 设 玉 是 域 扩张 了/F 的 一 个 中 间 域 。 ,Un EM。 记 
(2) = (4 zw)。 证 明 

tr.degrK(u)<tr.degrr (yu)., 

当 且 仪 当 K 与 8() 在 上 代数 无 关 时 ， 等 号 成 立 ， 
2. 设 复 数 上 是 有 理 数 域 饼 上 一 个 超越 元 。 
X=Q(t),F=Q(i+i)(i=^/ 一 1)。 证 明 ; 
(1) ENF=Q; 

(ii) 与 在 Q@ 上 不 是 代数 无 关 的 ， 


160 


4.5 可 分 扩张 


征 第 二 巧 里， 我 们 已 经 介绍 了 可 分 和 不 可 分 成 扩张 的 概念 。 
那 时 说 到 可 分 或 不 可 分 域 扩 张 ， 都 指 的 是 代数 扩 域 。 现 在 我 们 将 
推广 这 个 概念 ， 讨 论 一 般 的 可 分 扩张 ， 

泊 先 给 出 可 分 代数 扩张 的 一 个 等 价 的 定义 ， 

引 理 4.5.1 设 F 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 ， 太 是 的 一 个 
代数 扩 域 ， 昌 是 下 的 一 个 代数 闭 包 . 令 F1 ?= {a€ B11arEF), 
了 1/? 是 从 /FF 的 中 间 域 .KK 是 FF 的 可 分 扩 域 必要 且 只 要 下 与 F1 人 ?在 
上 线性 无 缘 . 

证 ” 设 K 是 的 一 个 可 分 扩 域 ,我 们 证 明 ，K 的 在 上 任 营 
的 有 限 生 成 子 域 与 F1 ?在 FF 上 线性 无 绿 。. 

设 fCECK,，E/F 是 有 限 生 成 的 。 则 五 是 上 有 限 次 可 分 
扩 域 。 于 是 由 2,.1.3， 存 在 a€E8, 使 得 = F(a)。 令 f( 对 )E 
FLX] 是 9 在 F 上 的 最 小 多 项 式 , 则 ], a,…,a"-!1(n= degf) 作 成 
在 Ff 上 一 个 基 ， 于 是 根据 4. 3. 4 ， 为 了 证 明 与 14? 在 Fr 上 
线性 无 缘 ， 只 需 证 明 1,9,…, a0" :在 ZL72 上 线性 无 天 。 

设 h()EFI/P[XJ] 是 a 在 f1 4?( 汪 FF) 上 的 最 小 多 项 式 。 那 
么 在 FF!1A?[ 基 J 内，h( 鲜 )1f( 革 )， 男 一 方面 h( 卫 )?E FLX]， 所 
以 在 FLX] 内 ，f 了 (对)1h( 革 )?。 国 为 h( 关 ) 是 Fi1A?L 久 里 的 不 可 
约 多 项 式 ， 而 f(X) 是 可 分 多 项 式 ， 于 是 由 F114?[XX] 内 因 式 分 解 
的 唯一 性 得 出 f( 著 )=h( 闭 )。 这 样 ， 

~ [F(a): F]=degf=degh=[F!i/?(0): Pl/?]. 
所 以 1, ww ,an 1! 在 FR! ?上 线性 无 关 ， 

肥 过 来 ， 设 KK 与 1? 在 FF 上 线性 无 绷 。 我 们 证 明 ， 天 中 任 
意 元 素 0 宛 是 上 的 可 分 元 素 ， 

设 aEKkK,. 令 ff(XX) 是 4 在 F 上 的 最 小 多 项 式 ，degf 了 =7. 则 
1, 4,…,0" 1! 在 FF 上 线性 无 关 ， 而 KK 与 8! A? 企 F 上 线性 无 绿 ， 所 
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人 


LA 19 位 ， cn 也 在 ri ? 于 线性 无 次 。 如 条 G 不 是 而 上 的 可 分 
元 守 ， 朋 么 存在 9( 有 下) 和 仁和 得 了 (XX) 二 9g( 半 ?7)。 设 


9 入) 一 >, biXi, m= 1, yp. 
1 二 0 
由 | 


hA(X)= 5 bi/?XiEP TX], 


让 
18 六)2 一 9( 和 )2 一 大 和) 
于 是 ia)2 王 Fa)==0， 从 而 8a)= 0 。 这 样 一 来 ，1, ay， am 
在 Fi ?上 线性 相关 。 然 而 二 =n/ 了 二 RR。 这 就 导致 矛盾 ， 站 
现在 我 们 给 出 一 般 的 可 分 扩张 的 定义 ， 

设 是 一 个 域 ，charF 一 ?3，7 是 一 个 素数 或 0。 KK 是 下 的 
一 个 扩 域 ， 昌 是 的 一 个 代数 闭 包 。 如 果 p= 二 0 ， 我 们 约 定 耻 人 ? 
二 了 了; 如 果 7 二 0, 令 

Fi/?7=~{a€E BarEr}. 
域 玉 叫做 域 刀 上 一 个 可 分 扩 域 ( 域 扩张 六 1/ 尼 叫做 可 分 扩张 ) ， 如 
果 KK 与 1 人 ?在 所 上 线性 无 缘 ， 

根据 这 个 定义 ， 特 征 为 0 的 域 f 的 任意 扩 域 都 匙 上 的 可 分 
扩 域 。 由 4.5. 1 ， 当 下 /8 是 代数 扩张 时 ， 这 个 定义 与 在 2. 7 所 给 
的 定义 是 一 臻 的 ， 

现在 我 位 证明 关于 可 分 威 扩张 的 几 个 等 锥 的 命题 。 

设 不 是 一 个 域 、char 有 一 了 7， 了 是 一 个 素 数 或 0. K 是 FF 的 
一 个 扩 域 ， 只 是 五 的 一 个 代数 财 包 。?2 是 一 个 非 负 整数 . 当 p 二 0 
了 时， 定义 

EK?'={a?7’la€E kK), 
Fi/?’~— {QaE€E Bor’EF} 
K?' 是 太 的 于 域 ，F'“? 是 如 /FP 的 中 间 域 。 我 们 有 
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KOK?OK?P Oe 
FEOFiI/?C Fi/P Cw 0 , 
又 约定 
Fi/?™~— (J Fi/p? 
vb: 二 0 


那么 V1?" 册 是 如/ 的 一 个 中 间 域 . 

当 8 二 0 时， 我 们 约定 ， 天 2 一 天， 有 12 一 太一 下。 

定理 4.5.2 设 不 是 一 个 扩 域 ，char Ff 二?，2 是 一 个 素数 
或 0。 太 是 户 的 一 个 扩 域 ， 旭 是 KK 的 一 个 代数 闭 包 、 下列 条 件 是 
等 价 的 : 
z (i) 太 / 了 是 可 分 扩张 ， 

(ii) K? 与 FF 在 XW? 上 线性 无 缘 ; 

(iii) ”对 于 任意 非 负 整数 >，kK?" 与 8 在 Ff?" 上 线性 无 缘 ; 

(iv) ”对 于 KK 的 任意 扩 域 下 和 上 任意 一 个 纯 不 可 分 的 代数 
扩 域 工 ，FCLCM，KK 与 L 在 1 上 线性 无 缘 . 

(V) KK 与 Fi/?" 在 上 线性 无 缘 ; 

(Vi) 对 于 任意 非 负 整数 2， 与 FP1/?' 在 Ff 上 线性 无 缘 . 

证 当 7 二 0 和 时，F=F?’= Fl? 一 Fl/?®%, K?’= KE,L=F. 
所 以 (i) 一 (vi) 自 然 都 是 等 价 的 。 设 p 汪 0, 我 们 证 明 (i) 一 (vi) 的 
等 价 性 . , 

(i 一 (ii) @ :B36 一 >65?E 8 是 如 的 一 个 自 同 构 ， 我 
们 有 @(K)=K?,@ (F117?) 二 F, (FPF) 二 F?, 因 为 与 Fi/? 在 FF 
上 线性 无 缘 ， 所 以 w(K) 与 o。 (71?) 在 w (8) 上 线性 无 很 ， 

(i) 一 (iii) z= 二 0 有 时 是 明显 的 ; ?=1 了 时 就 是 (ii). 设 
2 之 1， 并 且 假 设 K?”' 与 F 在 fF?' "上 线性 无 缘 . 于 是 KK??= 
w(K?T1)SF?-w(F) 在 Ff? 二 w(F?-!1) 上 线性 无 缘 .。 扰 而 
太 ?"CK?，F?CK?， 所 以 K?"F?CK?。 因为 KK? 与 FP 在 F?* 上 线 
性 无 绿 ， 所 以 K?"F? 与 也 在 W? 上 线性 无 缘 。 于 是 由 4. 3. 5。 
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， 二 


K?' 写 FF 在 8?" 上 线性 无 绿 。 
(iii) 一 (iy) 设 到 是 开 


本 一 的 任意 一 个 必 域 ， 卫 是 至 /到 的 
~、 \ 一 个 中 间 域 且 L/F 是 纯 不 可 分 
一 ~F 的 代数 扩张 ,我 们 证 明 , K 与 工 


在 Ff 上 线性 无 缘 , 为 此 ,只 需 证 
\ 明 ， 对 于 工 的 任意 一 个 包含 

p> 的 有 限 次 子 域 L',，F CL'C 
L, LL’ : F]<o, KSL' 在 
F 上 线性 无 缘 。 因 此 不 妨 设 [L : fj 二 吕 。 因 为 L/F 是 有 限 次 纯 
不 可 分 扩张 ， 由 2. 8. 4 ， 存 在 一 个 非 负 整数 e ， 使 得 L?“ 导 了 . 然 
而 由 (iii)，K?' 与 FPF 在 F?“ 上 线性 无 绿 ， 所 以 Kk? 与 L?" 在 F?* 
上 线性 无 缘 。 考 虚 

Tifp I OENM, 

这 和 是 M2? 到 对 内 的 同 态 单 射 。 显 然 r( 开 2 ) 三友 ，0I( 了 7) 一 也 
o(F?')=F， 所 以 K 与 工 在 Ff 上 线性 无 缘 . 

(Civ) 一 >(V) 设 a€E 有 A?”。 那么 存在 某 一 个 整数 e 宇 0， 
使 得 acE 2 ， 从 而 sa2 EF。 于 是 由 2. 8.2， 了 FA?” 是 的 一 个 
纯 不 可 分 代数 扩 域 ， 且 FEF'/?*C 9， 由 (iVv), K 与 f'/ ?在 F 


上 线性 无 缘 ， 
《V ) 一 >(Vi) 对 于 任 音 2 之 0， 下 17pP7C 可 17ZpPo 
(vi)=->>(i) 显然 | 


推论 4.5,3 设 及 是 域 上 的 一 个 可 分 扩 域 ， 是/F 的 一 
个 中 间 域 。 则 如是 下 上 的 可 分 扩 域 。 

证 邻 昌 是 K 的 一 个 代数 闭 包 . Fi/?={a€ 81a?E 了 }. 因 
为 K/F 可 分 ， 所 以 K 与 P14? 在 F 上 线性 无 绿 ， 因 而 与 F1 人 ?在 
F 上 线性 无 绿 ， |! 

推论 4.5.4 设 FCECSCK 是 一 串 扩 域 。 如果/ 和 K/B 都 
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i mm 1 
bee 


是 可 分 扩张 ， 则 KK/F 也 是 可 分 扩张 。 

证 令 怠 是 六 的 一 个 代数 财 包 。 那 么 

Fi/?={a€ Qlar€E FICEI/?= {aoa€ Bla?reB). 

所 以 F178 二 B(F1/?)CEB! ?。 由 题 设 ，K 与 B81? 在 加 上 线性 
无 缘 ， 所 以 与 F114?8 在 BB 上 线性 无 绿 , 又 与 Fi? 在 PF 上线 
性 无 绿 。 于 是 由 4,3.5， 太 与 114? 在 上 线性 无 毕 . 

注意 ”如 果 K 尺 /是 可 分 扩 域 ， 而 是 KK/ 了 的 一 个 中 间 域 ， 
一 般 来 说 ，K/ 思 不 一 定 是 可 分 的 。 参看 定理 4.5. 5 下面 的 例 . 

定理 4.5.5 一 个 域 的 任意 纯 超 越 扩 域 都 是 上 的 可 分 
扩 域 ， 

证 charF= 一 0 时 是 显然 的 。 设 char=2?>0。 今 也 是 
KK/F 的 一 个 超越 基 ，。K=F(B), 则 KK 是 整 环 R 二 7[B1 的 商 域 . 
根据 4. 3 3 ， 我 们 只 需 证 明 ， 互 的 一 个 基 在 丈 :“? 上 线性 无 关 。 

一 切 关于 BB 中 有 限 个 元 素 的 单项 式 

Mz)=r eg va ZE Bis 0 (<I<n), 
所 组 成 的 集 是 有 在 上 一 个 基 。 如 果 有 
> a Me (2)= 0,， 
写 是 有 限 和 ，G4, EF ?， 那 么 
Zo, MG) 一 0， 
0 ;EEF， 因为 B 在 Ff 上 代数 无 关 ， 而 有 (i)(XY) 是 两 两 不 同 的 单 
项 式 ,， 所 以 a1,)= 0, 于 是 aw=0，Y(i?), 这 就 证 明了 
{Mi,(7z)} 在 FF 上 线性 无 关 ， | 

例 设 下 是 一 个 域 ，charf 一 2，t 是 FF 上 一 个 超越 元 . 
令 吕 是 域 F(Lt) 的 一 个 代数 闭 包 ，%E€ 是 F(t) 上 多 项 式 和 3 一 (1t 
二 1 ) 的 一 个 根 : 如 二 如 十 1。 令 = 二 了 了 (Et,4)C 忆 BB. 那么 及 是 F(t) 
土 可 分 扩 域 :又 由 4.5. 5，F(t) 是 FF 上 可 分 扩 域 ,所 以 K 是 n 
上 可 分 扩 域 。 

然而 另 一 上 方面， 我们 有 如 二 - 1， 所 以 上 是 BC) 上 多 项 式 
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X2-(x 1) 的 根 。 而 二 了 (WW)( 引 是 FO(4) 的 纯 不 可 分 扩 域 ， 

最 后 再 给 出 关于 完备 域 的 一 个 进一步 的 性 质 、 回 亿 在 2. 9 中 
的 定义 。 一 个 域 称 为 完备 的 ， 如 果 它 的 任何 代数 扩 域 都 是 可 分 
的 . 现在 我 们 证 明 ，“ 代 数 ” 这 个 限制 可 以 去 掉 。 

定理 4.5.6 一 个 域 是 完备 的 必要 且 只 要 它 的 任意 扩 域 都 是 
可 分 的 ， 

证 设 是 一 个 域 .charF = 0 的 情形 是 显然 的 。 设 charF = 
p> 0.， 

设 是 完备 的 。 则 =F?., 令 KK 是 户 的 任 音 一 个 扩 域 ， 则 区 ? 
与 忆 在 =F? 上 线性 无 绿 ， 因 而 由 4.5. 2 ，K/F 是 可 分 扩张 。 

反之 显然 | 

二 题 

1. 设 K 是 域 户 的 一 个 扩 域 .证明 ，K 在 f 上 可 分 必要 且 只 
要 对 于 天 中 任意 有 限 个 元 素 G41，…, os 来 说 ，F(al1,…,0;,) 在 局 
上 可 分 ， 

2 设 下 是 一 个 域 ，charz=2z?， 这 里 ?或 者 是 素数 ， 或 者 
等 于 老 ， 歼 是 成 的 一 个 扩 域 . 对 于 1 的 元 素 a 和 整数 ? 盖 0， 当 
2?>> 0 时 , wa” 表示 通常 的 wa 的 久 次 害 ， 当 B= 0 时 ,约定 w2 一。 
令 

Mi 一 {a€ Mia?r"EF 对 某 一 ?之 0 )。 
证 明 、Mi: 是 用 /Ff 的 一 个 中 间 域 ， 它 是 M 中 在 上 纯 不 可 分 元 素 
的 人 全体。 好 , 称 为 玉 在 丈 中 的 纯 不 可 分 闭 包 。 

3 设 天 是 域 玉 的 一 个 扩 域 、 证 明 ， 下 列 四 个 条 件 等 价 : 

(i) KK 是 FF 上 的 可 分 扩 域 ， 

(ii) 对 于 到 的 任意 扩 域 对， 令 以 ;是 在 以 中 的 纯 不 可 分 闭 
包 ， 则 AH; 与 在 Ff 上 线性 无 缘 ; 

(iii) 设 必 是 的 任意 扩 域 ， 工 是 及 /FF 的 中 间 域 ， 且 工 是 
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上 一 个 纯 不 可 分 (代数 ) 扩 域 ， 则 玉 与 五 在 不 上 线性 无 缘 ; 
(iv) 设 名 是 久 的 一 个 代数 闲 包 ,只 :是 不 在 只 内 的 纯 不 可 分 
用 包 ， 则 2; 与 XK 在 上 线性 无 缘 . 
4.， 设 不 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 。 证 明 ， 域 扩张 六/ 不 是 可 
分 的 必要 且 只 要 对 于 下 中 任 意 一 组 在 上 线性 无 关 的 元 素 入 ，…、 
Un 来 说 ，2?,…,4? 也 在 上 线性 无 关 ， 


4.6 可 分 生成 的 扩 域 


设 K 是 域 F 的 一 个 扩 域 .在 F 上 一 个 超越 基 B 说 是 可 分 的 ， 
如 果 天 是 FC(B) 上 可 分 (代数 ) 扩 域 。 天 叫做 域 玉 上 的 一 个 可 分 
生成 的 扩 域 ， 如 果 存 在 玉 在 上 一 个 可 分 超越 基 B， 使 得 K 是 
FC(B) 上 一 个 可 分 (代数 〉 扩 域 ， 

定理 4.6.1 设 F 是 一 个 域 . 

(i) 上 可 分 生成 的 扩 域 都 是 可 分 扩 域 . 

(ii ) 上 有 限 生成 的 可 分 扩 域 都 是 可 分 生成 的 扩 域 ， 

证 (i) 设 K 是 FF 上 一 个 可 分 生成 的 扩 域 . 那么 存在 K/F 
的 一 个 可 分 超越 基 B65 ， 使 得 下 是 F(B) 上 可 分 扩 域 ,又 由 4.5. 5， 
.FF(B) 是 上 可 分 扩 域 ,所 以 KK 是 上 可 分 扩 域 . 

(ii) 设 =F(G4,*…, Gn) 是 天 上 一 个 可 分 扩 域 . 我 们 证 
明 ， 在 {Q1 ,0;} 中 可 以 选 出 K/F 的 一 个 可 分 超越 基 ， 

如 果 charF= 0 ， 那 么 由 4.1.4， 在 {aly aol 中 可 以 选 
出 玉 / 到 的 一 个 超越 基 ， 这 时 天/ 尼 的 任意 一 个 超越 基 自 然 都 是 可 
分 的 . 

现在 设 charF=p>>0。. 我 们 对 x 作 归 纳 法 . x= 0 时 ， 
K=F，B= 名， 论断 ( 江 ) 显 然 成 立 。 假设 对 于 瑚 上 任意 一 个 由 
% -1 个 元 素 生 成 的 可 分 扩 域 加 = 了 (B11,…,B,-1) 来 说 ， 可 以 在 
{Piss Pn-i } 中 选取 一 个 可 分 超越 基 ， 令 K 二 FG on, Qn) 是 FF 
上 一 个 可 分 扩 域 如果，…, av 在 玉 上 代数 无 关 , 那 么 {91 wy 
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Gj} 就 是 K/F 的 一 个 可 分 超越 基 。 设 Q1,…,0, 在 F 上 代数 相关 ， 
适当 编号 ， 可 设 Q1,…,0G,(0 声 7<n) 是 KK/F 的 一 个 超越 基 . 那 
么 G1 ,ry1 在 FF 上 代数 相关 . 于 是 存在 非 零 多 项 式 f(X1,*, 
及 7+1 )ERFE 有 1 了 ;411J」， 使 得 : 
fla, Gr )= 0 。 

不 妨 设 ffE RTX XI] 是 满足 这 一 条 件 的 非 零 多 项 式 中 次 
数 最 低 的 一个. 则 站 和 … 三 ,，) 不 可 约 。 我们 断言 ， 不 存 在 
gE[ 有 1,*…, 叉 .41 ]， 使 得 

f(Xi 9 
事实 上 ， 如 果 有 

g= SL aw Ki KotE FER es Tr 
ad) EFF， 使 得 

fC(Xises Rr)= DayY oR 11 


令 
(OKI Kerr)= Dll? TR tt 
EFl/?[ XX! Ke, 
则 hCG arrl)p 一 帮 (carii) 一 0。 degh~degf. 


SS{MA (X= X11!: Xe } 是 出 现在 h(X1,… .和 1) 中 -- 切 单 
项 式 的 集 , 令 Mo(a)=a 1a ?71, 则 {Mi(a)} 在 F!1/? 上 线性 相 
天 。 然 而 根据 题 设 ， 开 与 Ri7z 在 有 上 线性 无 缘 ， 因 此 单项 式 集 
{MC(9)} 也 必须 在 上 线性 相关 ， 于 是 有 线性 关系 

5 DM 0)= Db) ol sit!= 0, 
0oiEFRF， 有 bw 不 全 为 零 。 令 

uC Kis es Rr ) = DD TiN nt, 
则 EE FL 及 1 1， u 声 0 Hu(al, 9 Cr+ly) 二 0。 然 而 
degzx<degfj， 这 与 了 的 取 法 了 矛盾 。 

这 样 ， 一 定 有 某 一 个 XI1<;i<>+1)，X 在 了 中 出 现 ， 但 

不 以 2 次 客 出 现 .不妨 设 1=1. 于 是 帮 Xiy,az…arii) 作 为 
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有 (av aril) 上 关于 入 的 多 项 式 ， 是 可 分 的 。 然而 f(a) cas， 
0rii) 一 0 所 以 ai 是 (Cao ai) 上 的 可 分 元 素 ， 因 而 是 
B=F(Gs,*…, an) 上 的 可 分 元 素 。 

我 们 有 FS 乞 B 守 及 .因为 K/F 了 是 可 分 的 ， 所 以 由 4.5.3,，E/F 
是 可 分 的 ， 于 是 由 归纳 法 的 假设 ,在 (as，…，, 2 中 可 以 选 出 B/F 
的 一 个 可 分 超越 基 克 。 是 F(B) 上 可 分 代数 扩 域 ， 而 K=B(al) 
是 玉 上 可 分 代数 扩 域 ， 所 以 K 是 FC(B) 上 可 分 代数 扩 域 ， 而 B 是 
K/F 的 一 个 可 分 超越 基 ， 

由 定理 4. 6. 1 的 证 明 可 以 直接 得 出 以 下 两 个 推论 ， 

推论 4.6.2 设 丘 = 玉 (asy… Gr) 是 域 让 的 一 个 有 限 生 成 的 
可 分 扩 域 ， 那 么 在 {G1，,…, Gr} 中 可 以 选 出 KK/F 的 一 个 可 分 超越 


基 ， | 
推论 4.6.5 设 是 一 个 完备 域 ，K 是 上 一 个 有 限 生 成 的 
扩 域 ， 则 色 是 上 可 分 生成 的 扩 域 ， 中 


下 面 的 两 个 例子 告诉 我 们 ， 一 个 域 上 的 可 分 扩 域 不 一 定 是 
可 分 生成 的 ; 即使 是 可 分 生成 的 ， 也 不 一 定 每 一 个 超越 基 都 是 可 
分 有 的 。 

例 1 设 不 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 。 形 =) tt 是 FP 上 一 
个 超越 元 。 太 自然 是 上 可 分 生成 的 扩 域 ，{ 引 就 是 玉 /F 的 一 个 
可 分 超越 基 。 然 而 【it?} 也 是 K/F 的 一 个 超越 基 ， 但 是 K/F(t?)》 
是 纯 不 可 分 扩张 ， 

例 2 设 F 是 一 个 特征 为 9 0 的 完备 域 . = F(ti), 是 不 
上 一 个 超越 元 , 令 吕 是 互 的 一 个 代数 闭 包 .多项式 了 X? -iE€g[XX] 
的 根 是 1 “", 令 K= F(t,t? yt 0) 一 【人 | BC ) 导 8B. 因为 


是 完备 域 ， 所 以 由 4.5.6， 太 是 上 可 分 扩 域 ， 
然而 KK/F 不 是 可 分 生成 的 。 事实 上 ，tr,.degrK=1。 假设 
{4j 是 K/F 的 一 个 可 分 超越 基 。 那么 存在 一 个 整数 e 这 1 ， 使 得 
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FU CFRP,t? ,ot? )= Flt? )= E(t? ")=K', 

对 于 任意 整数 ?之 e 十 1， 令 
K'=PF(iyt? st? ')= E(t? ")., 

因为 KK/F(u) 是 可 分 代数 扩张， 而 不 (三 天 三 并 GE 请， 所 以 
Kw/K' 是 可 分 代数 扩张 ， 另 一 方面 , 多项式 和 2 -1E 克 [和 ] 是 不 
可 约 的 (利用 Eisenstein 判别 赣 很 容易 看 时 )， 所 雇 LK。: 电 ] 
= Pp"， 从 而 [LK : 并]=2 放 1. 因 此 5/K' 是 纯 不 可 分 扩张 。 
这 就 导致 矛盾 。 

定理 4.6.4 设 K 和 工 都 是 域 瑚 的 扩 域 ， 并 且 被 包含 在 茶 一 
个 共同 的 扩 域 守 内 。K/F 是 可 分 扩张 ， 并 且 玉 与 在 Ff 上 代数 无 
天。 那么 合成 域 久 工 是 上 的 可 分 扩 域 。 

证 ”首先 注意 ，KL = 人 虐 (K) 的 每 一 个 元 素 都 可 以 表示 成 

al ee OG%) /9(O! CQ ), 
f,9E LL XI Xs G01 Gn) 0, 

的 形式 。 因 此 KK 工 的 任意 一 个 在 LK 上 有 限 生成 的 子 域 都 包含 在 一 
个 合成 域 ' 工 内 .这 里 K'CK 并 且 是 上 有 限 生成 的 .由 4.5.3， 
K'/F 是 可 分 的 。 这 样 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 KK 是 上 
有 限 生 成 的 。 

设 K 是 FF 上 一 个 有 限 生成 的 可 分 扩 域 ,由 4.6. 1 ， 天 是 下 上 
可 分 生成 扩 域 。 令 {三 ,…,1,] 是 KX 在 上 一 个 可 分 超越 基 ， 令 
= F(t tn)。 则 K/BB 是 可 分 代数 扩张 。 由 题 设 ， 妇 wy， 
在 上 代数 无 关 ， 所 以 {三 ,…, ts} 也 是 KL= (CK) 在 上 一 个 
超越 基 。 在 KK 工 中 ，KK 的 每 一 个 元 素 在 如 = 了 (tli,*…,t,) 上 是 可 分 
代数 元 ， 因 而 也 是 BL= 荆 (ti ,……, ts) 上 的 可 分 代数 元 由 此 K 芽 
是 LCG,…,tr) 上 可 分 代数 扩 域 ，{ 二 ,…, tr} 是 K/L 的 一 个 可 分 
超越 基 ， 这 样 ，KL 是 上 可 分 生成 的 扩 域 ， 因 而 是 可 分 扩 域 .上 
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习 题 

1 设 K 和 工 都 是 域 扩张 M/F 的 中 间 域 ， 并 且 天 和 区 都 证 
上 可 分 扩 域 。 如果 KK 与 工 在 天 上 代数 无 关 ， 则 KK 工 是 FR 上 可 分 
扩 域 ， 

2、 设 五 和 荆 都 是 域 扩 张 村/F 的 中 间 域 ,， 且 K 与 在 Ff. 上 
线性 无 缘 。 证明，KK/F 可 分 必要 且 只 要 KL/L 可 分 。 

3， 设 不 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 完备 域 ，K 是 Ff 上 一 个 非 完 
备 扩 域 ， 又 tr,degrK=1,. 证 明 ，K 太 是 上 可 分 生成 的 ， 

4. 设 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 ， 7,y,z 是 Fo 上 代数 无 关 
的 元 素 。 令 玉 = 了 (zy 2 2)，z2 二 XYy? 十 9 证明， 

(i) 五 = Fo(7x,y) 在 KK 中 是 代数 闭 的 

(ii) KK/F 不 是 可 分 生成 的 。 


4.7 导 子 


在 这 一 章 的 最 后 一 节 ， 我 们 介绍 一 下 导 子 的 概念 ， 导 子 是 通 
常 导数 概念 的 自然 推广 ， 它 在 域 论 和 代数 的 其 它 一 些 分 支 中 都 占 
有 一 定 的 重要 地 位 。 

设 且 是 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 ，A 是 及 的 一 个 子 环 ， 并 且 
4 含有 的 单位 元 。 在 这 一 节 里 ， 说 到 ER 和 4， 都 作 这 样 理解 ，。 

4 到 五 的 一 个 上 映射 D : 4->R 则 做 4 到 有 的 一 个 导 子 ， 如 果 下 
列 两 个 条 件 被 满足 : 
(1) D(a+b)= D(a)+D(D); 
(2) D(ab) = aD(V) +oD(a), 
这 里 a,5 是 4 的 任意 元 素 ， 

环 愉 到 有 R 的 时 子 叫 做 情 的 导 子 。 

例 1 设 尺 =RCX 和 是 某 一 个 域 叉 上 % 元 多 项 式 环 。 
对 于 每 一 个 全 :和 ER， 令 9f/0 氏 :表示 了 关于 半 : 的 偏 导 数 ， 也 
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就 是 将 了 看 成 整 环 F[ 四 1 ,Xi 六 i ， 叉 wj] 上 关于 站 i 内 
一 元 多 项 式 对 和 的 导数 。 那 么 
oO/0X;i;: Rfc—> 0f/0XiER 
古 忆 的 导 子 ， 
定理 4.7.] 设 D: 4>R 是 4 到 RR 的 一 个 导 于 。 则 
(i) D(i)= 0, D(0)= 0,D(~a)= ~ D(a), Yat 4; 
(ii) S={a€ AlD(a)= 0】 作成 4 的 一 个 子 环 ; 
(iii) D(ar)=nar-1D(4)，aE 4， 是 任意 正 整 数 ; 
(iv) 对 于 4,0E 4， 且 2 是 一 个 可 道 元 素 ， 
Dla/b)= (bD(a) -GaD(D))7/D2。、 
证 (i) 由 (2),D(1)=D(1?)=D()+D()=>D()=0. 
由 (1),，D(0)=D(O0+0)=D(0)+D(0) -= 一 >D(0) =0。 于 是 ， 
Dla)+D(-a)=D(a+F(-0))=D(0)=0., 
—>D(-0)= -D(a). 
(ii) 由 (人) 及 (2)， 对 于 a,bE 5S， 我 们 有 4-ES, ab€ 5, 
所 以 5S 是 4 的 子 环 . 
(iii) ”由 (2)， 对 # 作 归纳 法 ， 
(iv) 设 b 是 4 的 一 个 可 逆 元 素 。 那 么 
0 =D0)=D(bb":) =DD0D- +b-1D (Db). 
所 以 ，D (pb = -6b-?D(5b)。 于 是 
Dla/b)= D(ab 1)=aD(b 1)+b- iD(a) 
= ~ ab-2D(0) +6-1D (a) = 0672 D(a) -aDb)). EE 
设 B 是 有 的 一 个 子 环 ， 有 ABCR, 邻 D 是 4 到 有 RR 的 一 个 
导 子 。 如 果 D : ER-> 衣 是 B 到 及 的 一 个 导 子 ， 且 14 = DD， 那 么 就 
说 D 是 D 在 B. 上 一 个 开拓 、 
把 4 的 每 一 个 元 奈 都 上 映 成 零 元 的 零 映 射 显然 是 4 的 一 个 导 
子 ， 称 为 平凡 导 子 。 设 D : R->R 是 的 一 个 导 子 ，A 是 的 一 
个 子 环 。 如 果 D14 是 4 的 平凡 导 子 ,那么 就 说 力 在 4 上 是 平凡 的 ， 
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或 者 说 九 是 4 上 的 导 子 。 这 时 万 是 瑟 的 一 个 4- 线 性 映射 ， 因 为 
对 于 caE 4，aE€ R， 都 有 D(aa) = aD (a). 
设 不 是 一 个 域 ，Z 是 灰 的 素 域 。 那 人 么 或 者 Bo 兰 Q， 或 者 
衬 Fy. 由 4.7.1 容易 看 出 ,了 的 每 一 个 导 子 都 是 在 fo。 上 平 几 的 
例 2 设 D 是 环卫 的 一 个 导 子 . 令 P 了 = REX1,*…, 了 ,J 是 RR 
上 % 元 多 项 式 环 。 则 DD 可 以 看 成 及 到 PP 的 一 个 性 子 。 对 于 
{XX EP, 
定义 
f?= 之 D (ae) ¥!’! 和 
那么 映射 P 3f >fre 了 是 的 一 个 导 子 ， 它 是 DD 在 P 上 的 -一 
个 开拓 ， 
现在 设 是 一 个 整 环 ， 是 的 商 域 ， 有 的 导 子 可 以 看 成 
到 闷 的 寻 子 。 我 们 看 下 的 导 子 在 不 上 的 开拓 。 
定理 4.7.2 设 丸 是 一 个 整 环 ， 下 是 玉 的 商 域 。 瑟 的 每 一 个 
导 子 九 都 可 以 唯一 地 开拓 为 严 的 一 个 导 子 万 ; 对 于 4 ,DER,D 天 0， 
D (a/b) = (8D (a) - aD (2)) /102 。 
证 ”如果 a/b=a’/b'’，a,a',b,b' ER， 则 ab' = a'b 干 是 
aD (b') +6'D(a) =a’'D(b) +bD (a’), 
从 而 
b’' D(a) - (a’ /0’')D(D)) =0(D (a') - (a/b) Db')). 
因为 a/6=a'/b'， 所 以 
(D(a) ~ (a/b) Db) /EL= (Da) - (a’' /byDD')) /bb’, 
妈 
(LD (a) - aD (8) /6? = (0' D(a') ~- DO)) /ob'?. 
这 样 ， 定 义 
Db (a/b) = (5D (a) - aD (5)) /Bb? 
不 依赖 于 a/2 的 表示 法 ， 所 以 : Ff>F 是 一 个 鼎 射 。 直 接 验 证 
可 知 条 件 (1)，(2) 都 被 满足 ， 所 以 D 是 万 的 一 个 导 子 ， 并 且 是 D 
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在 上 的 开拓 

设 D' 也 是 DD 在 Ff 上 一 个 开拓 人 。 那 么 由 4.7. 1 (iv)， 必 须 有 

D’' (qa/b) = (0D’ (a) -04D (0)) 1703 
= (bD (a) -aD (b))/b? = D(a/b), 

现在 设 是 一 个 域 ， 玉 = (G0n) 是 Qi1, 呈 ,Qn 在 FF 上 
所 生成 的 扩 域 。 我 们 考虑 的 导 子 在 K 上 的 开拓 ， 

令 了 EX，… 和 0] 是 上 a 元 多 项 式 环 .我 们 以 下 把 它 简 记 作 
F[ 于 J. 对 于 fE RCLXJ, 我 们 将 f(ai,…,04,) 简 记 作 f(a) 并 且 记 


of 、 ”of 
( OX: ).= Ot (G1 ,G4), 


设 刀 是 不 的 一 个 导 子 。 我 们 问 ， 是 否 存在 玉 的 导 子 万 ， 使 得 
万 是 万 的 开拓 ? 如 果 万 : 玉 -~> 开 是 这 样 一 个 开拓 ， 那 么 对 于 任意 
feEFLXJHE f(g) = 0， 以 下 等 式 成 立 : 


(3) fr (n+ (3 ) Da =5d(o) = 0， 


这 里 f? 的 意义 如 例 2 。 令 

I={fEFLXIIf(a)= 0)}. 
则 是 RECX] 的 一 个 理想 ， 岂 做 (a) = (aq1,…, Gn) 在 FLXX] 内 所 
确定 的 理想 . 令 {f,),e。 是 | 的 一 组 生成 元 ” .那么 7 的 每 一 个 元 
素 了 都 可 以 写成 了 = 于 9,f，( 有 限 和 ) ，9xE FLXJ, 因此 根据 


导 子 的 定义 容易 证 明 ， 如 果 每 一 个 生成 元 f;(%E 4) 都 满足 关 系 
式 (3)， 则 7 中 每 一 个 多 项 式 f 也 满足 关系 式 (3)， 

下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 关 系 式 (3) 也 是 导 子 六 存在 的 元 分 条 
件 ， : 


1) 在 下 一 阁 里 将 会 看 到 ，FCX ) 的 任意 理 榨 舍 . 可 以 向 窜 限 个 元 索 生 成 ( 参 奸 
5'2.5). / 
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定理 4.7.5 设 到 = 四 (ay aa) 是 1，Qn 在 FF 上 所 生 
成 的 扩 域 ， 也 是 下 的 一 个 导 子 。 令 
T={fEe FLXJIf(o)= 0} 
是 (a) = (Qi ,…, Gr) 在 FL[ 久 ] 内 所 确定 的 理想 ，{f,},es 是 了 的 
一 组 生成 元 。 如 果 入 ,…,4wsEK， 满 足以 下 的 一 组 关系 : 


f?* (a)+ > ( 5 总 - ) = 0，YVA4E4， 


那么 存在 KK 的 导 了 于 D， 使 得 Dlz=D， 并 且 D(aw) =2 li 
证 设 fEl， 则 f= > 9 《有 限 和 ) ，。 因为 f(a)= 0， 
所 以 
四 (oa) = D9 (a)ft (a), 


of of, . 
( dX ),= > 90)( OX ),; lt1<n, 


六 上 得 


于 是 由 题 设 的 条 件 ， 我 们 有 


of 
Fp ) “= U 。 


令 尽 = 有 [aas]={f{fa)if(X)EECX]。 则 瑟 是 一 个 
整 环 ， 并 且 天 是 下 的 商 域 。 设 j 和 )，9()E 瑟 三]。 如 果 了 (oa) 
=9(a)， 则 1-9E7。， 于 是 


root 高 人 


了 2(a) 十 > ( > ) =g2(o+ ( 有 ) ar 
对 于 任意 vE 玉 ， 则 用 (X)E PCX]， 使 得 ”= fa)。 我 们 定义 
of 
0 大 ) .ur。 


则 D' C2) 不 依赖 于 f(X) 的 选取 ， 因 而 ?一 > D' (2) 是 如 三 天 攀 -- 
个 上 映射。 易 证 D' 是 一 个 导 子 ， 且 D' (ab = zy 1 志 i<n。 由 4.7. 2 
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D’(v) = fp(o) + ( 
和 


D' 可 以 唯一 地 开拓 为 的 导 子 5， | 
设 fis ,fanEFERTL ,0 ,mx 7 矩阵 
of 0fi 
Dp. ~ OXs 
J (f, 3 se 二 | 和 是 汪 由 全 各自 人 和 晶 自 少 各 


叫做 有 ，…, 了 的 Jacobi 短 阵 。 记 


(5 (3 ). 


(3 (5 
由 4.7. 3， 我 们 立即 得 到 以 下 


推论 4.7.4 记号 同 4.7.3 。 如 果 7 了 由 "个 多 项 式 轧 ,…， 
fce REX] 生 成， 那么 忆 在 下 上 一 切 开拓 与 线性 方程 组 


| f? (a) 
| | 一 一 | 
Wn fa(a) 


在 内 的 一 切 解 之 间 在 在 着 1-1 对 应 。 | 

现在 考虑 玉 = 了 F(a) 是 域 下 的 单 扩 域 的 情形 。 我 们 有 

定理 4.7.5 设 K = 了 F(a) 是 域 f 的 一 个 单 扩 域 ，D 是 的 一 
个 导 子 。 

(i) 如 果 aw 是 不 上 的 超越 元 ， 那 么 对 于 任意 7E 玉 ， 存 在 
DD 在 KK 上 的 开拓 六， 使 得 D(a) = 》。 

(ii ) 如果 Gq 是 FF 上 可 分 代数 元 ， 那 么 DD 可 以 唯一 地 开拓 9 为 
的 导 子 了， : 

(iii) 设 charF=7p>0，,，0Q 是 上 不 可 分 元 素 。 令 (XX) 
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是 4 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 。 那么 DD 可 以 开拓 为 的 导 子 的 充分 儿 
必要 条 件 是 f?(a) = 0。 如 果 这 个 条 件 成 立 , 那么 对 于 任意 7 EK， 
存在 D 在 KK 上 的 开拓 DD， 使 得 D(a) = 7. 

证 令 1={fEFEX1If(a) =0} 是 a 在 一 元 多 项 式 环 F[ 义 ] 
内 所 确定 的 理想 ， : 

(i) 如 果 a 是 上 超越 元 ， 则 二 = (0)。 这 时 定理 4.7.3 的 
条 件 自然 被 满足 ， 

(ii) 令 f(X) 是 a 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 . 则 = (f)。 这 时 
0f/0 久 =f'( 政 )。 因 为 (对 ) 是 可 分 的 ， 所 以 (4q) 了 关 0 。 定 理 
4.7. 3 的 条 件 为 f?(@ )+f'(a)wu= 0。 人 了 从而 w= -ff?(a)/f' (a) 
是 唯一 确定 和 的 。 所 以 D 可 以 唯一 地 开拓 为 K 的 导 子 D，D (a) = 

(iii) ”因为 a 是 上 不 可 分 元 素 ， 所 以 f'(X)= 0， 

如 果品 可 以 开拓 为 D: K 一 K， 则 

: f°?) +f’' (D(a)= 0。 


所 以 f?(g) = 0。 

反之 ， 设 f?(o)=0。. 那么 对 于 任 党 ，7YEK， 都 有 
fr(a)+f'(a)7=0， 由 4.7.3， 存 在 KK 的 导 子 B,Dlz=DH 
Dla)=7. 

推论 4.7.6 设 K=(q) 是 域 f 的 一 个 单 扩 域 ，charF = 
7 汪 0， 且 0?EF. 令 D 是 FF 的 一 个 导 于 。DD 可 以 开拓 为 KK 的 导 
子 必 要 上 且 只 要 D(a?)= 0、 

如 果 这 个 条 件 被 满足 ， 则 对 于 任意 ”YE K， 和 存在 D 在 长 上 的 
开拓 DD， 使 得 D(a) = 

证 ”可 设 a&F。 则 Ga 在 上 的 最 小 多 项 式 是 1(X)= XX? 
-9,0=9?EF， 十 十 


fr(X)=D(1)X?- D(a)= -D(a?)., 
由 定理 4.7. 4 (iii)， 就 得 到 这 个 推论 ， BE 
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推论 4.7.7 设 天 = 下 (ao) 是 域 下 的 一 个 单 扩 域 ，》E K， 

(i) ”如果 K/F 是 超越 扩张 或 者 是 不 可 分 的 代数 扩 域 ， 那 么 
存在 K 在 上 的 导 子 D，、 使 得 D(a) =7. 

(ii》 如 果 区 /FF 是 可 分 的 代数 扩张 ， 那 么 下 的 任意 在 上 的 
学 子 禾 是 KK 的 平 几 导 子 ， 

定理 4.7.8 设 六 是 域 只 的 一 个 扩 域 ， 刀 是 不 的 一 个 导 子 。 

(i) 如 有 果 char 有 = 0 那么 PD 一定 可 以 开拓 为 下 的 一 个 
导 子 。 这 时 ， 人 总 
存在 D 在 K 上 的 一 个 开拓 5 六， 使 得 D(z) = 

(ii) 如 果 charf=7>>0 且 pg D 可 以 开拓 为 天 的 
导 子 必要 且 只 要 D(K?) = 0 。 这 时 ， 对 给 定 6 EK，B FF 和 任意 
9 EK， 总 存在 D 上 的 开拓 ,使 得 D (6p) = 7。 

证 考虑 这 样 的 对 CK',D'), 其 中 KK' 是 K/F 的 一 个 中 间 域 ， 
D' :kK'>K 是 K' 到 KK 的 导 子 且 D'|r = D。 令 MM 是 一 切 这 样 的 对 
《KK', D') 所 成 的 集 ,. 最 然 (F,D)E€ 及, 所 以 了 关 必 。 对 于 (Ki D1)， 
《KK,,D,)E A 以， 规定 

(Ki1,Di)<(K,,Ds) <—> KSCK,, DIr =D, 

则 MM 对 于 “<<” 作成 一 个 偏 序 集 。 令 {(K4, D4)14E A) 是 下 中 一 个 
链 。 令 K' = WK、， 则 FCK'CK, 设 a' EK’， 那 么 一 定 有 某 


一 A4EA,， 使 9’ EK;. 定 义 D' (a')=Da(a')， 容易 看 出 , D' (a9) 
不 依赖 于 oa" 所 在 的 域 K* 的 选取 ， 并 且 D' 是 K' 到 下 的 一 个 导 寺 ， 
且 D'jr=D， 所 以 (K',D')EM， 并 且 是 {(K*,D1)|14EA) 的 
一 个 上 界 。 于 是 由 Zorn 引 | 理 ，MM 有 一 个 极 大 元 素 (KL, D)。 我 们 
证 明 ， 艺 = 五。 
(i) 设 charf=0， 各 果 工 SK. 那么 在 在 a€EK， 但 
a LL, 于 是 L 冬 L(a)CK, 因为 charF = 0， 所 以 不 论 w 是 有 上 
的 代数 元 (因而 是 可 分 代数 元 〉 还 是 超越 元 ， 由 定理 4.7. 5,，D 


都 可 以 开拓 为 L(9) 的 导 了 于 D*. 从 而 (L(@),D*) EM 这 与 (万 ,万 ) 
的 极 大 性 矛盾 。 这 样 , 必须 到 = 天， 万 ; K 一 是 D 在 上 的 开 
拓 ， 

设 zE 开 是 下 上 一 个 超越 元 ， 那 么 由 47.5， 对 于 任意 
y EK, 存 在 D 在 f(z) 上 的 开拓 DD， 使 得 D(a) = ?7. 于 是 由 上 面 的 
主 明 ， 对 于 域 下 (2) 和 和 f(z) 的 导 子 DD， 存在 D 在 KK 上 的 开拓 DD， 
Dlrwz)y= D, FLDIr= DD, HD(z)=7, 

(ii) 设 charf=p>0. K?={4=a?ja€EK}CF。 如 果 
DD 可 以 开拓 为 及 的 导 子 户 ， 那 么 对 于 a=a?€ kK? 入 ， : 

D(a) = D(a) =D(a?)= Pa? 1D(a)= 0。 

所 以 D(K?) = 0。 

反之 ， 设 (L,D) 是 上 述 的 下 中 的 极 大 元 。 如 果 荆 和 持久， 则 存 
在 aE kK,a&L, 于 是 L 和 折 L(a) 忆 K.0?E K?CEF GL，。 由 题 设 ， 
D(a?) = 0 。 于 是 由 4.7.6 ,DD 可 以 开拓 9 为 L(q) 的 一 个 导 子 。 
这 与 (L,D) 的 极 大 性 矛盾 。 十 是 L=K,， DD:K->K 是 D 在 K 上 
的 开 丘 ， 

(ii) 的 后 一 论断 与 (i) 的 后 一 论断 的 证 明 完 全 类 似 ， 目 

推论 4.7.9 ” 设 K 是 域 户 的 一 个 扩 域 ，a € 区 ， 

(i) 在 charf = 0 的 情形 。 对 于 KK 的 任何 一 个 在 上 的 
导 子 D 都 有 D (a) = 0 ， 必 要 和 且 只 要 @ 是 上 的 代数 元 .。 

(ii) 在 charF =2> 0 的 情形 ,对 于 KK 的 任何 一 个 在 上 的 
导 子 DD 者 有 D (9) = 0 ， 必 要 且 只 要 a€ kK? 

证 (i) 如 果 a 是 及 上 的 超越 元 ， 由 4.7. 8 (i)， 总 存在 KK 
的 在 上 的 性 子 D， 使 得 D (4) 尖 0.， 

反之 ， 设 a 是 FF 上 的 代数 元 。 则 了 F(a) 是 的 可 分 代数 扩 
域 。 令 DD 是 KK 的 一 个 导 子 且 Dlz= 0. 令 D'=Dlzrce),， 则 D’' 是 
(8) 的 一 个 导 子 ，D'|s= 0。D' 是 的 平凡 导 子 Do 在 F(a) 上 
的 开拓 。 由 4.7. 5 (ii)，D6o 在 Hl(g) 上 只 有 唯一 的 开拓 ， 而 了 (a) 
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的 平凡 时 于 显然 是 De 的 一 个 开拓 ， 所 以 D = 0 ,从 而 D(a)= 0。 

(ii) ”我 们 有 KK? 入 KK?T 二 KK。 如 果 a@K?F， 那 么 由 
4.7. 8 (ii)， 存 在 及 在 K?F 上 的 导 子 D， 使 得 D(a) 隆 0。 DD 自 
然 也 是 在 上 平 几 的 ， | 

及 之 ， 因 为 K 的 任意 在 Ff 上 的 导 子 D 都 是 也 - 线性 变换 。 由 
导 子 的 性 质 立 即 得 出 ， 对 于 任意 cE K?F, 都 有 D(a)= 0。 量 

推论 4.7,10 设 玉 是 一 个 域 。aE 7 

(i) 在 charF = 0 的 情形 ;对 于 Ff 的 任意 导 子 D 志 有 有 
D(a) = 0 必要 且 只 要 a 在 请 的 素 域 fo。 上 是 代数 的 ， 

(ii) 在 Charf =7>> 0 的 情形 。 对 于 的 任意 导 子 D 都 有 
D(q) = 0 必要 且 只 要 a€ F?. 

证 令 fo 是 有 案 域 . 则 oo 兰 Q， 若 char 有 = 03 For,, 
大 char 巡 =2>> 0。 万 的 每 一 个 导 子 在 fo。 上 都 是 平 几 的 。 

(i) 由 4.7. 9 (i) 直接 得 出 ， 

(ii) Fo = 了 FICF?。 所 以 F?Fo = F?。 闻 是 由 4.7. 9 (ii)， 
就 得 出 这 里 的 论断 (i)， 是 

定理 4.7.11 设 K 是 域 f 的 一 个 扩 域 . 

(i) 如 末 K/F 是 可 分 代数 扩张 ， 那么 KK 的 每 一 个 在 上 的 
导 子 也 是 到 的 平凡 导 子 ， 

(ii) 设 K = 了 (qi,…,Gn) 是 F 上 有 限 生成 的 扩 域 。 如 果 下 
的 每 一 个 在 上 的 叶子 都 是 久 的 于 几 导 了 于， 那么 K 是 忆 的 《有 限 
次 ) 可 分 代数 扩 域 ， 

证 (i) 设 刀 是 六 的 一 个 在 不 上 的 导 子 。 如 果 九 和 关 0， 那 
么 一 定 有 GEKK， 使 得 D (9q) 关 0 。 于 是 Dirco)y 是 F(a) 的 一 个 在 
FF 上 的 导 子 ， 但 Diz4ay 闫 0。 然而 (a) 是 下 的 可 分 扩 域 .于 是 
由 4.7.7 (ii)， 必 须 Dir6o)= 0 。 这 就 导致 矛盾。 

(ii) ”如 果 K 不 是 FF 上 可 分 代数 扩 域 ， 令 Fo= FF，F;= 
Fi (G41)， 1 二? 志 R, Fn = ， 那 么 存在 一 个 m，1 志 m 过 nx， 使 得 
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是 了 ,上 的 可 分 代数 扩 域 但 不 是 -1 上 的 可 分 代数 扩 域 ,于 是 
了 ,/FPnmi 或 者 是 超越 扩张 ， 或 者 是 不 可 分 的 代数 扩张 于 是 岂 4. 
7. 7 、， 存 在 7。 的 导 子 D 关 0， 但 Dlra-1 = 0。 而 =F, (Onl 
07n) 是 也。 上 可 分 代数 扩 域 .由 4.7. 5 (ii)，D 可 以 逐步 开拓 为 
的 一 个 导 子 D，D 关 0 但 在 Ff 上 是 衬 几 的 ， 

定理 4.7.12 设 太 是 域 F 的 一 个 扩 域 ,KK 是 上 的 可 分 地 
域 必 要 且 只 要 户 的 每 一 个 导 子 都 可 以 开拓 9 为 KK 的 一 个 导 子 ， 

证 当 charF = 0 时 ，K/F 是 可 分 的 。 由 4.7. 8， 太 的 每 一 
个 导 子 都 可 以 开拓 到 上 。 这 时 定理 显然 成 立 。 

以 下 设 charFf=p> 0， 

没 玉 是 不 的 可 分 扩 域 。 由 4.5. 2 (ii)，F 与 KK? 在 f? 上 线性 
无 缘 、 令 {uilie! 是 FF 在 f? 上 一 个 基 ， 则 (2 ,est 在 K? 上 线性 无 
关 。 今 PEK?J] 是 K? 在 Ff 上 所 生成 的 子 整 环 ，FLK?]CK。 那 么 

FL[K?]={5aia? (有 限 和 ) |as EF,a:EkK) 

= {Duia? (有限 和 ) | ar:€E Kj. 
而 且 {wi)i. 7 作成 Kk? 上 向 量 空间 FL[K?] 的 一 个 基 , 设 D 是 的 一 
个 导 子 。 则 DC(F?) = 0 。 因 此 DD 是 fF? 上 9 量 空 间 记 的 一 个 线性 
变换 。 所 以 DD 可 以 开拓 为 K? 上 问 量 空间 FLK?] 的 一 个 线性 变换 
D’' : FLIK?jOSOD MuiO! 一 > 也 (0 EFLK?]. 
易 证 D' 是 FLK?j 的 导 子 ， 且 D'(K?) = 0， 于 是 D' 可 以 唯一 地 
开 括 为 fFLK?] 的 商 域 (CK?) 的 一 个 导 子 D”"。 因 为 K 二 FF(K?) 忆 
kK?， 有 LD”(K?)= 0。 于 是 由 4.7. 8，D" 可 以 开拓 9 到 KK 上. 

反 过 来 ， 设 五 的 任意 导 子 D 都 可 以 开拓 到 KK 上 。 我 们 证 明 ， 
kK 与 11? 在 FF 上 线性 无 绿 ， 

如 果 存 在 旨 ，*……, UnEEK， 红 ，，…,n 在 上线 性 无 关 ， 担 是 
在 F1^? 上 线性 相关 , 那么 有 a:E 下 ,ai 不 全 为 零 (1I 委 ;i 委 )， 使 得 


之 xi ?Ui 二 0。 于 是 
=1 
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(4) 2 qiu? = 0. 
i=1 


可 设 是 天 中 具有 上 述 性 质 的 元 素 的 最 小 个 数 ， 则 x 宇 2， 并 且 
6 和 0 (1 委 ! 委 2)。 因 此 可 设 an 一 工 ， 

令 DD 是 户 的 一 个 导 半 D 在 上 的 开拓 ， 对 (4) 式 施行 D。 因 
为 Dt) 一 0 (1 过 ?过 Rn)，D (1) = 0， 于 是 得 到 


三 万 D(a)u: = 0., 


[一 
一 


由 ?的 最 小 性 得 D(a;) = 0 。 1 过 1 声 R ~ 1。 因为 万 可 以 是 六 的 任 
意 导 子 ， 岂 4.7.10Gi)， 我 们 有 Qi 二 8? EF?,1 过 ?二 %,0n 二 1。 和 十 


是 (4) 式 化 为 忆 好 好 一 0 一 >( 写 biw4) 一 0。 从 而 
三 biuit = 0, ViEF,bs=1. 


这 与 ，，…,r 企 上 线性 无 关 的 假设 蔬 丑 ， 
设 玉 是 域 户 的 一 个 扩 域 .。 令 Der(K/F) 表示 一 切 的 在 F 
上 的 导 子 所 成 的 集 。 设 D,D'E Der(K/F)，a,bE K， 我 们 定义 
(D+D') (Co) 三 万 (D) 十 万 (0); 
(aD) (0) = aD (0), 
ee 
定理 4.7.13 设 玉 = 太 ( 和 成) 是 域 玉 上 7 个 不 定 元 
区 ,的 语 理 分 式 如 那么 导 于 0710 和 0/0 和 人 作 成正 
上 向 量 空间 Der(K/F) 的 一 个 基 ， 
证 设 D 是 K 在 上 任意 一 个 导 子 。 D(Xi) 一 和 (1 魏 ! 委 2) 。 


从 D'=D- 区 wu0/0Xi。 那么 D'(Xi)=0， 1 过 i 和 mn。 所 以 
fi 
D'=0,， 从 而 D= 之 W190/9Xi. 
二 1: 
如 果 袜 wo0/10Xi= 0 25E 下 因为 0X710XI= 一 6， 这 里 
| 
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di 一 1 ， 在 ? 二 J， 0 1 一 0， 大 ?天 7)。 于 是 v; 一 之 04(9 避 119 是 1 


= 0 ,1 之 7 过 nn， 所 以 0/90 了 对 1,…,0/0 对 ,在 及 上线 性 无 关 ， 因 而 
作成 Der(K/F) 的 一 个 基 ， 

设 是 一 个 特征 为 Z> 0 的 域 ， 天 是 下 的 一 个 扩 域 。 令 工 = 
K?F。K 的 一 个 子 集 5 说 是 在 Ff 上 7- 无 关 的 ， 如 果 对 于 & 的 任 
意 有 限 个 互 不 相同 的 元 素 51 ，…, 84 来 说 ,都 有 [LL(si1,*…,8n) : 二] 
一 Dr。 

天 的 一 个 在 FF 上 2- 无 关 的 子 集 5 说 是 极 大 的 ， 如 果 不 存 在 K 
的 在 上 8- 无 关 的 子 集 T， 使 得 TS。K 在 上 一 个 极 大 的 2- 
无 关子 集 则 做 玉 在 严 上 的 一 个 2- 芋 . 

讶 然 ， 如 果 S* 是 KK 在 FF 上 一 个 9- 基 ， 那 么 KK 二 L(S*) = 
kK?F(S*)., 

定理 4.7.14 设 K 是 域 下 的 一 个 扩 域 ，charFf 二 p>>0. 

(i) 任意 给 定 玉 在 上 一 个 2 无关 的 子 集 8， 总 存 在 天 
在 Kk 上 一 个 p- 基 5S*， 使 得 S* 二 SS。 特别 ， 玉 在 上 的 9- 基 一 定 
存在 。 

(ii) 令 S* 是 玉 在 上 一 个 p- 茜 ，56 是 一 切 S* 到 天 内 的 映 
射 所 成 的 集 。 那 么 存在 Der CK/F) 到 的 一 个 双 射 Der(K/F) 
3D+r 一 > PpEB, 使 得 Pp(8)==D(s)， VsENS*, 

证 (i) 利用 Zorn 引 理 很 容易 证 明 ， 

(ii) 设 DEDer(K/F). 则 D(K?F) = 0, 所 以 Der (Kk/F) 
二 Der(K/K?F)。 因此， 用 K?F 人 代替， 并 不 影响 定理 的 证 
明 ， 这 样 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 K? 忆 FF。 

对 于 DEDer(K/F), 令 Pp : S*->S*, Pp(s)=D(s), V 
sSES+。 则 Pp EB， 所 以 D 一 > 895 是 Der(K/F) 到 的 一 个 映 
射 。 我 们 证 明 ， 这 个 映射 是 双 射 。 

设 PEB, 邻 5 是 S* 的 任意 一 个 元 素 。 令 S+=S*\{s}。 则 


183 


S&F(S*), mS?E FOF(S*),. 由 4.7. 8 ， 存在 K=F(S*) 在 
FR(S*) 上 的 导 子 Ds : K>K， 使 得 Ds(s) = (s)， 
设 oEKkK=K?F(S*) 二 FF(S*)。 那么 存在 S== {S15 Sm: 


S*， 科 得 a EF(s1, 55) 二 了 (56), 令 Ds= 5 Ds,. 则 Ds,(s,) = 
i =1 


0， 车 i 了 j， 因 而 Ds (si) 二 Ds (si) 二 9(s1)， 1 人 i 之 m， 和 如果 
S' 二 {31,5 ]} 己 S*， 使 得 gE€EF(S')， 那 么 令 S"=SUS', 则 
Psrjres)y=Dss Derjres’)=Ds', 于 是 Ds (0)=Ds(0)=D" (0), 
这 样 ,定义 PD : KS3am>D(a)==Ds(Q0)EK, 若 QE€EF(S), 8S= 
(51900, Smj 二 S*。 则 DC) 不 依赖 于 5 的 选取 ， 因 此 D 是 K 到 目 
身 的 一 个 映射 。 易 证 DD 是 KK 在 F 上 一 个 导 子 , 即 DE Der (K/)， 
对 十 这 个 D 来 说 ,我 们 有 D(CsS)=P9Cls)，Ys5ES*, 所 以 映射 
Der(K/F) DH 一 > 9pEB 是 福 的 ， 

起 语 ， 设 Di,D。 © Der(K/F),iDi1(S)=D,(s), VSENS*, 
那么 Di (9) 二 Do (0)，YaE€EK=F(S*)， 从 而 Di =D;。 所 以 上 
述 上 映射 D 一 > Po 是 单 的 。 / | 

推论 4.7.15 设 K 是 域 卫 的 一 个 扩 域 ,charF=p>>0，5* 
是 天 在 下 上 一 个 ?2- 基 。 如 果 ij S*|=n< 二 0， 则 dimxDer(K/F) 
一 1S*|。 

证 令 有 是 一 切 4* 到 天 的 映射 所 成 的 集 。 对 于 2 ,2 E5 和 
0E 玉 ， 定 义 

(P+P')(s)= p(s) + P' (s), 
(oP) (8)=aP(s), 
VsE S*， 易 证 对 于 这 样 定义 的 运算 来 说 作成 KK 上 一 个 同 量 空 
间 。 

0 : Der(K/F)SDm> PpED, Pos)=D(S), VSES*, 
是 K 上 向 量 空间 Der(K/ 了 到 G6 的 线性 映射 。 于 是 由 4.7.14，98 
是 Der(K/ 了 到 的 同 构 映射 。 
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对 于 任意 sE S*， 定义 gs(s) = 1 ,0s(s') =0， 若 s'E 8S*\{s), 
则 {0sjscs* 是 @ 的 一 个 在 K 上 线性 无 关 的 子 集 . 


如 果 |S*| 一 00, 事 么 {0s)s.s* 显 然 是 向 量 空间 6B 在 入 上 的 一 
修 基 。 于 是 
dimxDer(K/F)=dimr®D= |S*|. 
定理 4.7,16 设 天 是 域 丸 上 一 个 有 限 生 成 的 扩 域 。 以 不 的 
两 个 条 件 是 年 价 的 : 
Ci) KK 是 FF 上 的 可 分 扩 域 ; 
(ii) dimxDer(K/F)=tr.degrK. 


证 《〈i) 一 >(ii) 因为 XK/ 是 有 限 生成 的 可 分 扩张 ， 所 以 
是 可 分 生成 的 扩张 。 令 7X1,…,Xn(n 二 tr.degrK) 是 及 /F 的 一 
个 可 分 超越 基 ， 工 = 了 (21,…,7X,)。 则 K/L 是 可 分 代数 扩张 。 
FLz ,Xn 的 偏 导 数 0/07i1(1 达 ?过 7) 唯一 地 开拓 到 商 域 工 = 
(zis,Xn) 上 ， 是 元 在 不 上 的 导 子 ， 仍 以 0/02 表示 ， 
0/0riE Der(L/F),，1<iR， 由 4.7.12 和 4.7.11，0/9zs 可 以 
开拓 为 及 的 性 子 Di, Di:E Der(K/F), 1 过 i 坟 nn, 

设 DE Der(K/F). D(zi) =2 如 (1 雪 1 委 0) 今 


=D- > uD Der(k/F). 
了 一 站 
则 D' (zt) = 0 (1 委 ; 委 2) ， 于 是 D'1z=0。 由 4.7.11， 刀 "一 0， 
所 以 万 = > uiDi, 
=1 


如 果 写 2Di= 0,v1E 久 ， 因 为 Di(z,) =61;， 所 以 
Vi 二 0 (1 过 i 过), 这样，D1,……,Ds 是 Der(K/F) 在 及 上 一 个 基 ， 
Pidimxr(K/F)=tr,.degr Kk. 

(ii) 一 >(i) ”如 果 charF= 0 ， 那 么 K/F 已 是 可 分 扩张 ， 
设 char 了 fT 一 7> 0 。 假定 %*=dimxDer(K/F)=tr.degrK。 则 
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Kk 在 FF 上 的 ?~- 基 含有 7 个 元 素 , 设 51，…,5Sn 是 在 fF 上 一 个 9- 基 ， 
SS DiE DerCk/F), Di(s;)=6i, 则 Di,*…,Dr 是 Der(K/PFY 
在 天上 一 个 基 。 了 于 是 任意 万 EDer (K/F)》 可 以 表 成 
OO 
D=> uiDis 1 这 时 Wi 二 DD (8;)， 1 < 7 三 1。 
= 一】 


令 工 = 二 了 (Si1,…,8n)。 那 么 对 于 任意 DE Der(K/L)， 必 有 
一 万 (Si 一 0，1 委 72 委 2， 所 以 D = 0。 因 些 Der(K/L)= 0， 
因为 是 上 有 限 生 成 的 扩 域 ， 所 以 根据 4.7.11，K 是 上 可 分 
代数 扩 域 。 我 们 有 

tr.degrL=titr,degrk=7n, 
所 51,…，Ss 在 上 代数 无 天 。 这 样 ， S51,…, 5 是 在 Ff 上 一 个 
可 分 超越 基 ， 所 以 天 /下 是 可 分 生成 的 。 由 4.6.1 (i)， 太 是 FF 上 
可 分 扩 域 。 | 


习 题 
1. 设 忍 是 一 个 环 ， 4 是 严 的 一 个 子 环 。 万 是 4 到 尽 的 一 个 
导 枯 。 证 明 以 下 的 ELeibniz 人 公式: 
天 和 
Dr (ab) = (# ) D' C0) pr-1(b), a,bE A. 


t=0 


2.， 设 五 十 一 个 域 ,KK 是 FF 的 一 个 扩 域 ,对 于 D1，D; € Der 
(K/F), aE K,， 定义 
[Di, Ds1(0)= DiD,(a)- DD (a). 
(i) 证 明 [D1i, Ds]EDer(kK/F)， 并 且 满 足以 下 的 Jaco- 
bi 恒 禾 式 ， 对 于 D1,D;,Ds€ Der(K/F), 
[ELD,, Dj, Ds +[LLD,, Ds], D+[ECD,s, D1, DJ]= 0。 
(ii) ¥icharf=2p> 0 时 ,DD?E Der(k/N). 
3. 让 明 ， 了 上映 尉 D : ER-> 呈 是 环 民 的 导 于 必要 且 只 要 RR 到 ER 
上 2 x 2 怎 阵 环 内 的 映射 


是 环 同 态 单 射 。 

4. 设 F 是 一 个 特征 为 ?> 0 的 域 , K=F(a), 这 里 a?*?E Fr 
但 a?7&， 令 B= 二 F(a?)。 证 明 {Qa?} 是 吾 在 Ff 上 一 个 2p- 无 关子 
集 ， 但 不 是 KK 在 上 的 7- 无 关子 集 。 

5. 令 了 是 一 个 特征 为 p> 0 的 域 ，KK 是 瑚 的 一 个 扩 域 ，B 
是 玉 企 已 上 一 个 2- 基 . 证 明 ， 对 于 任意 正 整 数 来 说 ， 都 及 = 
F(K?”,B)., 

6.。 设 F 是 一 个 特征 为 ? 二 > 0 的 域 ，K = 二 了 (ai,…,Gs)。 证 
明 以 下 论断 : 

(i) 如 果 D1,*…,D,EDer(KIF) 是 Der(KI/F) 在 KK 上 的 一 
个 基 ， 那 么 51 ，,…,5;€ 作成 及 /的 一 个 2- 基 的 充 要 条 件 是 矩阵 
(Di(s))i ,7=1 非 退化 ， 

(ii) ”如 果 s1,*…,5rEK 是 K/F 的 一 个 p- 基 ， 那 么 Di，,…， 
D+. EDer(K/F) 作 成 Der(K/F) 在 KK 上 一 个 基 的 充 要 条 件 是 算 
阵 (Di(sy)) ;7=1 非 退化 。 

7. 设 太 二 下 (1 on) 是 域 不 的 一 个 扩 域 。 证 明 玉 /F 是 可 
分 代数 拉 张 的 充 要 条 件 是 存在 个 多 项 式 fi ,fnE€ FLX 


: 玉 mj， 使 得 fi (91 *…, am) 一 0 (1 三?1)， HH. 


det ((- 生 下) ) 产 0， 


这 里 (2 和) = 2 


OX, a 
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第 五 草 整 扩 张 


我 们 已 经 讨论 了 域 的 扩张 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 将 过 论 一 下 环 
的 扩张 。 环 扩张 是 交换 代数 的 基本 内 容 之 一 ， 它 在 代数 数论 和 代 
数 几 何 中 都 起 郑重 要 的 作用 ， 

在 这 一 音 里 ， 凡 是 说 到 环 ， 都 指 的 是 有 单位 元 的 交换 环 。 说 
到 一 个 环 有 R 的 子 环 ， 都 理解 为 含有 RB 的 单位 元 ， 


5.1 模 


设 忆 是 一 个 环 ，MM 是 一 个 加 法 (Abej) 群 。MH 岂 做 一 个 夺 民 - 

模 ， 如 果 和 存在 一 个 映射 
Rx MS(r,m) FF- 一 TMG MM, 
知县 下 列 条 件 被 满足 : 

(1) rT(m+m)=rm+rm, VrER, mm EM 

(2) (十 了 ) 人 二 了 和 8 十 了 93 (TT) Mm=T77 mm), VE 
mEM. 

(3) 1m=m, VmE M. 

类 似 地 ， 有 交换 乘法 和 的 次 序 , 可 以 定义 右 民 - 模 。 由 于 中 是 交换 
环 ， 当 MM 是 一 个 左 BR- 模 或 右 R- 模 有 时， 我 们 约定 ，792 = 7NT， 
V7rER、mE 以 ， 则 M 同时 成 为 一 个 右 尽 - 模 或 左 R- 模 。 因 此 ， 
以 后 我 们 不 再 区 分 左 或 右 R- 模 ， 而 统称 为 尺 - 模 ， 或 者 称 为 环 惟 
上 的 模 。 

R- 模 到 的 一 个 子 集 六 叫做 及 的 一 个 子 模 ， 如 果 在 同样 的 运 
算 下 ，W 也 作成 一 个 RR- 模 , 

设 和 NW 是 BR- 模 的 一 个 子 模 。 那 么 商 群 以 /W 在 运算 
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Rx (M/N) DSCCr,m+N)m> (rm+N)EM/N 

之 下 ， 也 作成 一 个 RR- 模 ， 称 为 用 对 入 的 商 模 , 

环 民 本 身 对 于 环 的 加 法 和 乘法 来 说 作成 一 个 RR- 模 。 这 时 子 模 
就 是 有 的 理想 ， 

设 和 MM，N 都 是 R- 模 。 映射 P， NY 一 > 入 叫做 一 个 RR- 同 杰 , 或 
者 叫做 在 了 上 的 同 态 ， 如 果 
(i》 9 是 加 群 玉 到 加 群 六 的 群 同 态 ; 
(ii) PC =70D Mm), VTER, mEM. 
类 似 地 可 以 定义 模 的 尽 - 同 构 。 
下 面 的 定理 是 群 和 环 中 有 关 定 理 的 自然 类 比 。 我 们 只 把 它 狠 
述 出 来 ， 而 将 证 明 留 给 读者 。 

定理 5,1.1 设 B 是 一 个 环 . 

(i) 设 用 是 一 个 ER- 模 ，WN 是 M 的 一 个 子 模 。 那 么 可 群 的 
自然 同 态 以 一 > 人 /NN 是 一 个 R- 同 态 ， 

(ii) 设 2 :MM 一 > MM' 是 有 R- 寞 从 到 有 RR- 模 以 ' 的 一 个 慷 - 同 
楚 ， 则 Ker9 是 MM 的 一 个 子 模 。 如果 WW 是 的 一 个 子 模 且 . 
NCKerp， 那么 存在 唯一 的 请- 同 坊 P9' : M/N 一 >M'， 使 得 
“Pp'Xx=P， 这 里 7 是 自然 同 坊 M 一 > M/N. 

(iii) 设 N 和 WN 都 是 下- 模 歼 的 子 模 。 那 么 子 加 群 W +w 和 
ynN' 都 是 子 模 ， 并 且 

(N+N')/N'SN/(NMNN')., 
设 用 是 一 个 环 尺 上 的 模 ，S 守 M. 令 
N= > Rs ={ 纪 risi( 有 限 和 )|71E R,s1E 有 5} 


‘ces 
吊 入 是 以 的 一 个 子 模 ， 称 为 由 S 所 生成 的 子 模 ，N 显然 是 以 的 包 
含 S 的 最 小 子 模 。 子 模 入 说 是 有 限 生成 的 ， 如 果 入 可 以 由 履 的 一 
个 有 限 子 集 生成 。{ 0 } 是 由 空 集 名 生成 的 ， 
R- 模 了 的 元 素 刀 ,…，%r 说 是 在 RR 上 线性 相关 ， 如 果 存 在 BE 
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中 不 多 为 零 的 元 素 m(1<is 交 ,使 得 己 ra = 0 ， 否 则 称 为 在 


RR 上 线性 无 关 ， 肛 的 一 个 子 集 5S 说 是 在 RR 上 线性 无 关 ， 邵 果 态 的 
每 一 企 非 室 有 限 子 集 都 在 玉 上 线性 无 关 。 

设计 是 一 个 及- 模 ， 如 果 形 可 以 由 一 个 线性 无 关 的 子 集 5S 在 
R 上 上 生成， 那么 就 称 村 是 一 个 自由 及 - 模 ， 而 5 叫做 术 的 一 个 让 
由 基 . 

定理 5.1.2 每 一 个 域 上 的 模 都 是 自由 F 玉 - 模 ， 

证 ” 设 肝 是 一 个 - 模 。 令 号 是 玫 的 一 切线 性 无 关子 集 所 组 
成 的 集 。 易 证 号 对 于 子 集 的 包含 关系 来 说 作成 一 个 归纳 集 。 出 
Zorn 5| 理 ， 忆 有 一 个 极 大 元 素 8B。 我 们 证 明 ，B 是 路 的 一 个 白 
由 基 。 为 此 ， 只 需 证 明 ， 由 BB 生成 的 子 模 N 与 对 相等 . 

如 果 不 然 ， 那 么 存在 a E 及 , 而 a & NW。 由 BB 的 极 大 性 可 知 、 
BB {a} 不 再 是 人 村 的 线性 无 关子 集 。 于 是 存在 Bi1,…,0nEB,， 使 
得 a,21,…,5b;, 在 Ff 于 线性 相关 。 因 为 是 域 ， 而 暗 ,*…,bs, 在 FP 上 
线性 无 关 ， 所 以 a 可 以 由 0 …， 0 线性 表示 ， 从 而 4a EN。 这 与 
假设 了 矛盾， 时 

由 以 上 定理 的 证 明 中 可 以 得 出 以 下 

推论 5.1.5 设 用 是 域 F 上 一 个 模 而 S 是 性 的 一 个 线性 无 天 
子 集 。 那 么 存在 妊 的 一 个 自由 基 B5， 使 得 B 宇 5， : 

设 列 和 六 都 是 环 忆 上 的 模 . 令 Hom(M,N) 表 示 一 切 开 到 六 的 : 
及 - 同 态 所 成 的 集 。 设 2,2'E Hom(M, NW ),7E RRR。 我 们 定义 
(PI+PIICm)=P mm) +P mPam)=rom), VmEM.. 
则 Hom(MK, N) 对 于 这 样 定 义 的 运算 来 说 作成 一 个 五 - 模 。 

RR- 模 用 的 一 切 子 模 所 成 的 集 涛 对 于 集 的 包含 关系 “入” 来 说 ， 
作成 一 个 偏 序 集 。 设 轨 是 鳞 的 一 个 子 集 。4E 演 叫 做 泡 的 一 个 极 
大 元 素 ， 如 果 不 存在 BE 怖 ,使 得 4 持 B。 如 果 吕 的 每 一 个 非 空 子 - 
集 都 有 极 大 元 素 ， 那 么 就 说 ，M 的 子 模 满足 极 大 条 件 ， 
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rp 
rp ~ pe re ~ tt 


RB - 模 N 说 是 满足 升 链条 件 ， 如 果 对 于 民 的 任 意 一 个 子 模 的 

升 链 
MSM SC Co 
来 说 ， 都 存在 一 个 正 束 数 2 ， 使 得 Mu= Mn，V mn 之 1 

定理 5.1.4 设 开 是 一 个 环 刀 上 的 模 。 允 的 子 模 满 足 极 大 条 
件 必要 且 只 要 及 满足 升 链条 件 、. 

证 ” 设 术 的 于 模 满 足 极 大 条 上 件 。 令 

MM CM 
是 WY 的 任意 一 个 子 模 升 链 。 那 么 子 模 的 集 {Mi1i =1,2,…} 有 一 
个 极 大 元 素 肝 ,:。 于 是 开 » = Mmn，V m 宇 %。 即 升 链条 件 成 立 。 

反之 ， 如 果 肛 的 陡 模 不 满足 极 大 条 件 ， 那 么 存在 子 模 所 成 的 
非 空 集 泡 ， 关 没有 极 大 元 素 . 取 MiE 丑 , 则 存在 ME 半 ， 
有 II 室 及。 对 于 M， 存 在 MsE 妆 ，1M 宇 于 ， 如 此 继续 下 去 ， 就 
得 到 一 个 子 模 的 无 限 升 链 

/ESD ESI 
可 是 

在 以 下 的 习题 里 ， 有 BR 代表 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 ， 

1。 证 明定 理 5,1,1。 

2， 设 有 ，M' 是 R- 模 ，N，WN 分 别 是 人 和 开 的 子 模 ， 
了 :1M 一 > 是 一 个 模 同 态 ， 且 帮 NWISEN 。 那 么 了 诱导 出 和 商 模 
的 同 态 了 : M/N 一 > 以 ' /NW 是 模 间 构 必 要 且 只 要 厅 MD) 二 六 
= M' 有 Hf-'(N’')=N. 

3， 设 了 对 是 一 个 - 模 ，NW 是 M 的 一 个 子 模 . 证 明 ， 在 MH 的 
包含 入 的 子 模 所 成 的 集 与 商 模 及 /NW 的 子 模 所 成 的 集 之 间 存 在 一 
个 双 射 。MV/N 的 子 模 都 有 形状 P/N， 其 中 PP 是 哮 的 子 模 且 
PEN, 

4。 设 村 ，N，PP 都 是 ER- 模 ， 且 MM 二 P。 证 明和 WM 人 (N+P) 
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=(MNN)+P., 

5。 设 WH 是 一 个 R- 模 。 由 单独 一 个 元 迷 aE 于 所 生成 的 好 的 
于 模 叫 做 循环 子 模 。 设 {MWjer 是 歼 的 一 个 子 模 族 。 如 果 弄 的 每 一 
个 元 素 2z 都 可 以 唯一 地 表 成 + = 之， Xi, Xi MMi, 并 且 除 去 有 限 个 
被 加 项 外 , 其 余 所 有 的 和 :都 等 于 0 ， 那么 就 称 下 是 子 模 族 (Mejies 
的 直 和 ， 记 作对 = OM:. 证 明 ， 对 于 邓 来 说 ， 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) 是 一 个 自由 RR- 模 ; 

(ii》 存在 一 个 非 空 集 X 和 一 个 映射 5 : 了 一 > 肝 ， 共 有 以 
下 性 质 。 对 于 任意 一 个 五 - 模 六 和 一 个 映射 2 : 互 一 > 存在 瞧 
一 的 六 - 模 同 态 厂 : M 一 > 和 六， 使 得 f = 9 

(iii) 及 是 一 族 循 环 子 模 的 直 和 ， 每 一 个 循环 子 模 都 模 同 构 
于 有 BR， 

6。 举例 说 明 , 一 个 有 限 生 成 的 RB- 模 作为 加 群 来 说 不 一 定 古 
有 限 生 成 的 ， 

7。 一 个 有 R- 模 用 叫做 不 可 约 的 ,如 果 除 { 0 】 和 本身 以 外 ， 
不 含有 其 它 子 模 。 证 明 ， 一 个 有 限 生 成 的 BR-~ 模 有 如 果 满 足 升 链条 
件 ， 则 问 可 以 表示 成 若干 不 可 约 子 模 的 直 和 ， 


mm 


5 .2 Noether 环 


设 瑟 是 一 个 环 ， 一 个 且 - 模 有 YH 叫做 一 个 Noether 横 ， 如 果 在 
矿 中 升 链条 件 成 立 。 由 5.、1.4， 放 个 条 作 相 当 于 的 了 次 请 征 役 7 
条 件 。 

如 果 忆 本 身 是 一 个 Noether 8- 模 ， 那 么 就 称 B 是 一 个 
Noether 还 。 

每 一 个 主 理想 环 都 是 Noether 环 。 特 别 ， 每 一 个 域 都 是 
Noeth er 环 ， 

环 尺 本 身 作 为 及 - 模 ， 它 的 子 模 就 是 忍 的 理想 ， 因 此 ， 玉 是 一 
个 Noether 环 当 且 仅 当 对 于 理想 来 说 ， 极 大 条 件 成 立 : 当 且 仅 
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pr pr rer ,Poppe rr 


当 对 于 BB 的 任意 一 个 理想 升 链 
Q 1 天 0 2 0 ne, 

都 存在 一 个 正 整 数 %， 使 得 an= an，Vm 之 1， 

定理 5.2.1 一 个 环 有 上 的 模 攻 是 Noether 横 ， 必 要 且 只 
要 人 吧 的 每 一 个 子 模 都 是 有 限 生 成 的 。 环 忍 是 Noether 环 必 要 有 
只 要 有 BB 的 每 一 个 理想 都 是 有 限 生 成 的 ，。 

证 显然 只 需 证 明 第 一 论断 ， 

设 人 是 一 个 Noether R- 模 。N 是 村 的 一 个 子 模 。 考 虚 由 N 
的 一 切 有 限 生 成 的 子 模 所 成 的 集 尖 ， 则 污 考 如， 因为 {0}E 尖 ， 
因为 M 是 Noether 模 ， 所 以 光 有 一 个 极 大 元 素 No。。 和 如果 
No 入 ， 那 么 存在 2 EN，7 No。 于 是 和 Vo = No++ RZ 是 入 的 
一 个 有 限 生 成 的 子 模 ， 且 wo 家 We。 这 与 Wv 的 极 大 性 相 违 。 因 
此 No= 和 N，N 是 有 限 生成 的 ， 

反之 ， 设 政 的 每 一 个 子 模 都 是 有 限 生 成 的 。 令 NICNWaS 


是 下 的 任意 一 个 子 模 升 链 . 令 N = UV。 则 六 是 歼 的 一 个 子 模 ， 


因而 是 有 限 生 成 的 ， 设 W= 习 Raze VEN(1 EE; ER) Ml 
ENE,s 对 其 一 个 li 令 信 = maxz2i (< 委 : 委 ?7) ， 则 zeE Nes( 委 


i 魏 0)， 于 是 N = Nm。 从 而 对 于 任意 7 宇 w， 都 有 入 := Ne。 所 以 
MM 是 一 个 Noether 模 。 

定理 5.2.2 设 以 是 一 个 有 R- 模 ， 六 是 开 的 一 个 子 模 。 则 妈 
是 Noether 模 必 要 且 只 要 和 WN 和 M/N 都 是 Noether 模 。 

证 令 P : M 一 >M/N 是 自然 同 态 ， 

设 UM 是 Noether 模 。 令 NIGEN3sS (NIEN) 是 六 的 一 
个 子 模 升 链 。 那 么 存在 mm ， 使 得 Wonm=Nnr=…。 所 以 和 也是. 
Noether 模 。 

又 设 开导 表 : 性 避 是 M/N 的 一 个 了 于 模 升 链 。 令 Mi= 
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? (下 0)， 则 WiSEN2S… 是 形 的 一 个 子 模 升 链 。 于 是 存在 14， 
使 得 Ms= 有 ni=…。 从 而 天 = 再。 =…。 所 以 于 /YY 是 
Noether 模 ， 
反之 ， 设 W 和 MI/N 都 是 Noether 模 。 令 MIC MsS… 是 
型 的 一 个 子 模 升 链 。 则 
MINCM,(INCe 
和 
PMNECSP ME. 
分 别 是 入 和 民 /N 的 子 模 升 链 。 于 是 存在 m， 使 得 Mn 门 N = 
ManiifiN =, PMn) =P (Mni1) ='"…。 由 此 得 Mn+N= 
1 n+l+ 人 =…。 于 是 对 于 任意 双全 四， 有 
Mrti= Mar (Mrat N)= Mi,i(l (M,N) 
~ M,[I(M, + N)= MI( M+N)= M,. 
所 以 MM ,二 M1 二 …，M 是 Noether 模 , 
定理 5.2.5 Noether 环 上 有 限 生 成 模 是 Noeth er 模 . 
证 设 有 是 一 个 Noether 环 ， 是 一 个 有 限 生 成 ER- 模 ， 
2 2 是 于 的 一 组 生成 元 。 我 们 对 生成 元 的 个 数 作 数学 归纳 
法 。 
1 一 0 时 是 显然 的 。 设 >0， 并 且 假 设 对 于 可 议 由 %-1 个 元 
素 生 成 的 R- 模 来 说 ， 定 理 成 立 。 现 在 设 六 是 戏 的 任意 一 个 子 模 。 
令 M'= 袜 Ra 是 由 wos…,u 所 生成 的 字模。 由 归纳 假设 ，M' 
是 Noether 模 。 令 
a={a€E RlauE N+M'). 
由 a 是 尼 的 一 个 理想 ， 因 而 是 由 有 限 个 元 素 生 成 的 。 设 a = (a 
ss 03), WN Gait=o++ vo VEN, 9 EM'(IZiICH). 我 们 渐 
言 ， 


N= Rvt+NININM. 
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np i EA ip . 


从 有 
事实 上 ， 者 4= SuiE N (DE R), 则 51€E a ， 从 而 51 二 > 


《mER). 于 是 4% 一 rveNwNm'. iL EE Rvi+NNM'. 


这 就 明了 上述 断言 。 

由 归纳 假设 ， 六 有 MM' 作 为 Noether 模 MM' 的 子 模 ， 是 有 限 
生成 的 .所 以 六 是 有 限 生成 的 .于 是 由 5.2,1，M 有 是 一 个 Noether 
模 ， 

现在 我 们 来 证 明 以 下 的 定理 , 

定理 5.2.4 (Hilbert 基 定 理 ) 设 六 是 一 个 Noether 
环 ， 玫 [ 王 是 如 上 一 个 不 定 元 站 的 多 项 式 环 。 则 RLX] 也 是 
Noether 环 。 

证 假设 RL 天 ] 不 是 Noether 环 。 那么 由 5.2, ]， 在 在 
三 三 ] 的 一 个 理想 a ，a 不 是 有 限 生成 的 。 令 fi E€ a 是 一 个 次 数 
最 低 的 多 项 式 。 假设 fi(L 宇 1) 已 经 选 出 ， 那 么 选取 fri! 是 
a NN\ 和 《fi，…，f#) 中 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 这 里 (fi, *…*, /1) 
表示 f1，.…，fs 所 生成 的 RLXY1 的 理想 ， 

令 a EB 是 f; 的 最 高 次 项 的 系数 ，nt 一 degf: (一 1，2， 
…) 。 根 据 志 的 取 法 ， 我 们 有 wi 志 7。 筷 …。 并 且 

(GIDEC(G9 GC Cd oy Or) CC 
是 的 一 个 理想 升 链 。 因 为 RR 是 Noether 环 ， 所 以 存在 Xx， 使 


得 (G1, "ey Ge) = (1, "oy dp+1)。 于 是 
k 
Gr+1 一 之 Tidi, TiE kh, 
丰 Rs _ 
9=frri- 之 Ti fi€EI\(fy 了 


并 且 deg9g<deg ftri。 这 与 feri 的 取 半 矛盾， 
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由 这 个 定理 我 们 可 以 得 出 一 系列 重要 的 推论 ， 

推论 5.2.5 一 个 Noether 环 尺 上 2 个 不 定 元 的 多 项 式 环 
及 [和 1，，…， 王 也 是 Noether 环 。 特 别 ， 一 个 域 下 上 ?个 不 
定 元 的 多 项 式 环 FL 对 1,*…， 了 ,J 是 Noether 环 ， 四 

推论 5.2.6 一 个 Noether 环 玉 上 由 有 限 个 元 素 01,***, On 
生成 的 交换 环 有 [91,…，Q4] 是 Noether 环 。 

证 9， RTEXI, 下 -一 > 玉 Eaol Gn 9 (Ai) 一 
ar (1 委 ; 委 2) 是 一 个 R- 模 同 态 ，R [ewy***,0n] 守 RLA!,**， 


,J]/Kery., 由 5, 2。 2， RLoa, "9 2np] 是 : N oether 环 。 | 
推论 5.2.7 一 个 域 f 上 有 限 生 成 的 交换 环 是 Noether 
环 。 


定理 5.2.8 设 4SBEC 是 环 的 一 个 序列 ， 并 且 下 列 三 个 
条 件 被 满足 ， 

(i) A 是 Noether 环 ， 

(ii) C 是 4 上 有 限 个 元 素 生 成 的 环 

(iii) 0C 是 有 限 生 成 的 B- 模 ; 
那么 B 作为 环 ， 是 4 上 有 限 个 元 素 生 成 的 。 

证 由 (ii)， 存 在 zt …,znEC， 使 得 C= ALXi,***s XYmj。 


又 由 Ciiiy)， 存在 1， “oe YnEO, 使 得 C 二 之 BY'. 我 们 有 
(1) 2 一 < bisyy, bijE 了， lt 二 mn 
j=1 


(2) yzgo 一 之 Oporgr， bpar EB, 1 寺 2, 4 二 M。 


一 切 Bty 和 Dpgr 《1 志 i 志 mw,1 志 j, 2 9g,7 和 2) 在 4 上 生成 B 的 
一 个 子 环 Bo. 
ACBo= 4 bigs ,ooos bpars CE B, 
由 (i)， 4 是 Noether 环 ， 所 以 由 5.2.5，B6o 也 是 Noether 
环 。 
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C0 的 任意 元 素 2 可 以 表 成 2 王 帮 zy Xr) 的 形式 , f€ 4 和 

Xnj, 把 的 表示 式 (1) 代 入 ， 反复 利用 (2)， 可 知 
ZE Boy:, PFAC = 三 Boys。 因此, C 是 一 个 有 限 竺 成 的 Bo- 
横 ， 采 为 Bo 是 Noether 环 ， 所 以 由 5.2.3，C 是 一 个 Noether 
Bo- 模 。B 是 C 的 一 个 子 Bo- 模 ， 所 以 B 是 有 限 生 成 的 Bo- 模 。 因 
此 ，B 是 Bo。 上 由 有 有限 个 元 素 生 成 的 环 。 叉 Bo 是 4 上 由 有 限 个 元 
过 生成 的 环 。 所 以 8B 是 4 上 由 有 限 个 元 素 生 成 的 环 ， 和 

定理 5.2.9 设 请 是 一 个 域 .B= 了 [zi,*…,2,] 是 有 限 个 元 素 
X19"…,Xn 企 也 上 生成 的 环 .。 如 果 B 是 域 ， 则 B 是 上 有 限 次 代数 
扩 域 ， 

证 设 B= 了 FLX,*,Xnj] 是 域 ,我们 证 明 ，B 是 的 代数 六 
域 ， 从 而 是 也 的 有 限 次 扩 域 ， 

如 果 B/F 不 是 代数 域 扩 张 ， 那么 适当 编号 ， 可 以 假设 
Xi ,Tr(7 之 1》 在 FF 上 代数 无 关 ， 而 ?p419…， Xs 在 有 二 下 (321 *…s 
Zr) 上 是 代数 的 。 于 是 BB 是 上 上 有限 次 代数 扩 域 ， 从 而 BB 是 有 限 
生成 的 吾 - 模 。 我 们 有 玉生 和 B， 于 是 由 5。.2.8， 轨 作为 环 ， 是 
由 有 限 个 元 素 册 ,…,ys 在 上 生成 的 ， 有 B= 二 FLyi,*, Ys]， 
EB= F(X ), 所 以 

git= Fit es Lp) /rT Lr), IE 万 Fi oOy]。 

多 项 式 环 FLX1, Zr] 含有 无 限 多 个 不 可 约 多 项 式 。 因 此 存 
在 一 个 不 可 约 多 项 式 ?一 1Zi wy)E 丰 [zyzr]， 使 得 ?不 
能 整除 每 一 个 94(1 和 ; 委 s)。 

为 一 方面 ，1/7PE B= Plys …， ge]。 所 以 


Ea yg, 0 i EF, 


bed 3 51 

将 纪 = 二 1/9 代入 上 式 的 石 端 ， 然 后 两 六 同 乘 以 了 各 端 各 项 的 
公分 母 ， 我 们 得 到 

91(07Z1， os Ls) eegs(2Z1， “oo) = p(X 00 Te h(xX1, 0) 
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da 


这 里 &zi… 2 )E 下 zw Zr]。 由 于 思 [xz… 和 yz] 是 崔 一 因 式 
分 解 整 环 ， 所 以 2 一 定 整 除 某 一 个 9;。 这 就 导致 矛盾。 这样 一 
来 ,必须 21,…,7; 都 是 F 上 的 代数 元 , 从 而 已 是 不 的 代数 扩 域 。 年 

由 5.2.9 立即 得 到 以 下 

推论 5.2.10 设 F 是 一 个 域 ，B=F[zwi,…,7XYn] 是 有 限 个 元 
过 在 FF 上 生成 的 环 , m 是 BB 的 一 个 极 大 理想 。 那 么 域 B/m 是 FF 上 
的 有 限 次 代数 扩 域 。 特 别 , 如 果 万 是 代数 闭 域 ,那么 B/m 衬 PF. 琢 

注 5.2.10 通常 称 为 Hilbert 零点 定理 的 弱 形 式 (参看 
5.8.5) 。 


过 题 

在 以 下 的 习题 里 ， 玉 代表 一 个 有 单位 元 的 交换 环 。 

1。 的 元 内 4 说 是 不 可 约 的 ， 如 果 4 关 0 又 不 是 可 逆 元 
素 ， 并 且 不 能 写成 两 个 非 可 逆 元 素 的 积 。 证 明 ， 如 果 玉 是 N oe- 
ther 环 ， 则 怒 中 每 一 个 既 非 孝 又 非 可 逆 的 元素 都 可 以 写成 者 干 
个 不 可 约 元 素 的 乘积 。 

2。 令 

na 一 fceE 玉 lo 0 对 某 个 ?C2> 0】} 
是 下 中 一 切 知 零 元 素 所 组 成 的 集 ， 则 是 再 的 一 个 理想 ， 称 为 尽 
的 客 需 元 率 根 ， 有 的 一 个 理想 a 说 是 第 零 的 ， 如 果 存 在 正 整 数 ? 
使 得 a "= 二 (0). 证 明 ， 如 果 R 是 Noether 环 ， 则 的 窜 零 元 素 
根 一 定 是 需 零 理想 . 

3。 设 a 是 忍 的 一 个 有 限 生 成 的 理想 ， 祥 是 尽 - 模 于 的 一 个 
千 模 。 如 果 对 于 每 一 个 a E a ， 都 有 一 个 正 整 数 m (依赖 于 a ) ， 
使 得 a "MCN， 则 存在 一 个 正 整 数 *， 使 a"*MCN.， 

4。 今 及 [[C 闫 ]j]={(Q0; G01 029 呈 )1asER} 是 的 元 素 所 组 
戒 的 一 切 无 穷 序 列 的 集 。 在 RLL 半 1] 中 如 下 地 定义 加 法 和 乘法 ; 

(co 01, G2 °°) + (Do, bi b2s °°) = (G0+ Do, 1+ bi cz 十 Do) 
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(G0， Bl1y 02, "0 ) (bo, bi, bs, ‘er ) 二 (Co0» Cis C2 “=° ) 9 


其 中 cx = 导 abs, 则 有 FFX]] 作 成 一 个 有 单位 元 的 交换 环 。 通 


过 同 坊 单 射 REarc-> (a,0,0,.…)E RI[EX]I, 被 机 入 REL 社 jj。 
今 X=(0,1, 0 …)， 则 RCIX3I 的 元 素 可 以 崔 一 地 写成 


信 qs! 的 形式 ， 
延明 ， 如 果 RR 是 Noeth eIr 环 ， 出 R [天 二 也 是 Noether 环 。 


5.3 交换 环 的 一 些 理想 


区 换 环 的 理想 论 是 交换 代数 的 基本 内 容 之 一 。 我 们 不 准备 详 
组 计 论 这 个 内 容 。 只 介绍 在 今后 讨论 中 要 用 到 的 一 些 概 例 ， 

仍 设 且 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 

的 一 个 理想 P 岂 做 一 个 束 理 想 ， 如 有 果 P 了 居 RR， 并 且 满 足以 
下 的 条 件 : 

a,LE R, abE hp =>aEc bb 或 bE 9.， 

定理 5.3.1 设 p 是 环 玉 的 一 个 理想 ， 且 p 天 下。 以 下 四 个 
条 件 是 等 价 的 : 

(i ) ?了 是 一 个 素 理 想 ， 

(ii) a,b 是 的 理想 ,月 9 pC 叶 P 一 > aCCP 或 b 必 Ps 

(iii) a，b 是 户 的 理 下 , 且 a 生 p ,bp 一 >a bhp; 

(iv) 剩余 类 环 R/? 是 整 环 。 

证 (i) 一 >(ii) 设 a 和 pp， 那么 存在 aeE a 但 cc 和 ph。 
于 是 对 于 任意 8E 6 来 说 ， 都 有 abE 了, 从 而 bE P， 

(ii) 一 (iii) 显然 ， 

(iii) 一 (ivVv) 邻 & = 4 二 了 表示 在 自然 同 态 RR 一 >R/PF 
之 下 ，B 的 元 素 4 在 R/P 中 的 象 .如 果 5 是 R/+ 的 一 个 零 因 子 ， 
则 a 沽 0;, 并 且 存 在 bE 8, 使 得 5 关 0, 而 65 5 = 0( 即 abE€E 9)。 
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令 49=Ra+b， b=Rb+P; 则 a，6b 都 是 ER 的 理想 , 且 a 和 pp， 
bp 生 pP 。 于 是 由 (iii)，a b 和 所 p 。 这 与 aoE hp 的 假设 矛盾 。 因 
此 ER/P 没有 非 零 的 零 因 子 ， 

(iv) 一 >(i) 显然 ， | 

下 面 的 定理 可 以 说 明 素 理想 的 在 在 。 

环 RR 的 一 个 非 空 子 集 5 叫做 一 个 乘法 闭 子 集 ， 如 果 

a, bES=—>abE SH, 

例如 ， 有 BR 的 一 切 可 逆 元 素 所 成 的 集 是 一 个 乘法 闭 于 集 。 

定理 5.3.2 设 S 是 环 尺 的 一 个 乘法 闭 子 集 。Qa 是 R 的 一 个 
理想 ， 且 a 门 8 = O。 令 名 是 下 中 一 切 与 SS 不 相交 的 理想 所 成 的 
集 。 则 所 对 于 集 的 包含 关系 来 说 有 一 个 极 大 元 素 。 名 的 每 一 个 极 
大 元 素 都 是 已 的 素 理想 ， 

证 ”容易 证 明 ， 马 是 一 个 归纳 集 。 由 Zorn 引 理 ， 名 有 一 个 
极 大 元 素 。 

设 产 是 扣 的 一 个 极 大 元 素 . 如 果 a，5 是 的 理想 , 且 a 和 9， 
5 和 失 p， 那 么 由 的 极 大 性 ，amsS 和 bfmnge 分 别 含 有 元 素 a 
和 1。 王 是 acS。cdcap， 而 所 bp， 所 以 ab 和 pb。 由 
5.3,1 (〈iii)，P 是 素 理 想 。 | 

如 果 &8 只 含有 可 逆 元 素 ， 那 么 上 述 定 理 中 极 大 元 素 就 是 站 的 
极 大 理想 。 

现在 设 a 是 环 忆 的 一 个 理想 ，R 的 子 集 

{7E RIr*E a ， 对 某 个 1%) z 

惠 做 a 的 根 ， 记 作 ~/a 。 显然 a 伺 Va 。 容 易 直 接 证 明 ， 和 /a 
是 的 理想 。 然 而 由 以 下 定理 ， 也 可 以 证 明 ~y a 是 理想 ， 

定理 5.5.5 设 a 是 环 已 的 一 个 理想 。 那么 a 的 根 va 等 
于 的 一 切 包 含 a 的 素 理 想 的 交 ， 

如 果 有 R 是 一 个 Noether 环 ， 则 存在 一 个 正 整 数 mw， 使 得 
《MV/ a) "C0, 


2<00 


证 设 ecE</a ， 而 ?是 任意 一 个 包含 a 的 素 理想 。 则 
SmEa CP 对 某 个 m。 从 而 4€E 了 ， 

反之 , 设 5ER， 而 8 和 Va ,， 令 5S={6*|n 守 0}。 则 5 
是 一 个 乘法 几 子 集 ， 且 a 站 5 = 名 ,于 是 由 5,3,2, 存在 一 个 素 理 
想 ? 二 a， 且 PP 名 5， 

如 果 呈 是 Noether 环 ， 那 么 /a 由 有 限 个 元 素 生成 设 
Aa =(cl go)。 则 ao 和 En， 对 某 沾 WU 人 1I 委 1! 魏 8S)。 令 


4 = Sa. WCA/a )mSa， 


习 题 
1。 《孙子 定理 ) 设 BR 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,， a by， 6 :是 
呈 的 理想 ,县 a 41 十 0 y= 有 R, 阁 1 了 关 )。 那 么 对 于 任意 给 定 的 D1 。*… 
$$,.E RR， 总 存在 8 R， 使 得 
b omod ni), 1<ieR, 
如 果 c ER， 使 得 
ceO(Imod a 14)，1 达 YN, 
那么 bce(mod a ,ff a ,)， 
2。 设 (了 对 ) 是 复数 域 C 上 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 ，a， 
… avE 是 帮 和) 一 切 两 两 不 同 的 根 。 还 明 ， 存 在 一 个 没有 负数 
项 的 多 项 式 2(X)ECFEX]J， 使 得 
2( 和)=Gmnod( 和 ~ a)"™i)1li<r7, 

3。 一 个 和 阶 方 阵 4 凤 做 半 单 的 。 如 果 它 的 最 小 多 项 式 设 有 
重 根 i 4 叫做 项 堆 的 ， 如 果 存 在 正 整数 m 使 得 4= 0 ， 证 明 ， 
对 于 复数 域 上 每 一 个 即 阶 方 阵 4， 总 存在 一 个 半 单 矩阵 刀 和 一 个 
车 堆 怎 阵 丸 ， 它 们 都 是 4 的 没有 常数 项 的 多 项 式 ， 使 得 (i) 4= 
D+N; (ii) DN = ND。 满足 条 件 (i) 和 (ii) 的 半 单 年 阵 和 第 零 
和 矩阵 是 由 4 唯一 确定 的 《〈 和 矩阵 的 Jordan 分 解 ) ， 
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PT 


4。 设 记 是 一 个 域 ，R 是 FF 上 一 个 有 限 生成 的 交换 环 ，a 是 
的 一 个 理想 。 令 J(a ) 表 示 B 的 一 切 包含 a 的 极 大 理想 的 交 。 
证 明 。J(a)=^/a 。 

5。 令 有 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 .。 

(i) 设 二 bb…hph，* 是 素 理想 ，a 是 一 个 理想 且 


aUp 则 和 spt* 对 某 一 个 1 
一】 
(11 ) 设 CC 1 a :是 尺 的 理想 ， 和 是 一 个 素 理 想 且 


和 门 a 则 p 之 ay 对 某 一 个 认 如 果 P = 人 ae 则 P = ar 
i= 1 


i=1 
对 茶 一 个 i 。 
6。 设 有 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 , a ,6 是 及 的 理想 。 定 义 - 
(a:b)={zE€ERIzxbSa}. 
称 为 a 与 5 的 商 。 证 明 : 
(i) (apb) 是 理想 ; 
(ii) aC(a : b); 
(iii) (a : ceca; 


(iv) (Ca:b): ec)=(a: be)=((a :ce): pb) 


cv) (Nas:g)= fr: 6) 


(Vi) (a : 50)= Ne : bs:), 

7。 证 明 ; 一 个 有 单位 元 的 交换 环 R 是 Noether 环 必要 且 只 . 
要 站 的 每 一 个 素 理 想 都 是 有 限 生 成 的 。 
5.4 局 部 化 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 介绍 交换 代数 中 一 个 非常 有 用 的 构 念 > 
这 就 是 局 部 化 的 概念 ， 
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环 的 局 部 化 正 是 我 们 所 熟悉 的 从 一 个 整 环 来 构造 商 域 过 程 艇 i 
推广 。 

设 且 是 一 个 环 。 5 是 BR 的 一 个 乘法 团子 集 ， 并 且 0&S。 孝 
虑 一 切 元 素 对 (ec ，s ) 所 成 的 集 

QQ={(a,s)|la€E R,sE Si 

在 8 中 如 下 地 定义 一 个 关系 对 于 (4,5), (a',s')E 8@， 定 义 

(0 S)~ 人 (4 )< 拓 > 存在 4ES， 使 得 !(s'd- sa')= 0。 

直接 验证 可 知 ，~~ 是 @ 的 一 个 等 价 关 系 。 由 此 决定 @ 的 一 个 
分 类 。 令 a/s 表示 (a,5) 所 在 的 类 。 一 切 类 所 成 的 集 记 作 S71B. 

我 们 将 在 S71R 内 定义 加 法 和 乘法 ， 使 S71!ER 作成 一 个 有 单 - 
位 元 的 交换 环 。 

首先 定义 加 法 : 


a ao 8 0 二 36 


S S SS ” 
我 们 证 明 ， 这 个 定义 不 依赖 于 代表 的 选取 。 设 4,/s, = a/s， 
a1/5S1=a'/s'。 那 么 存在 t,%E€ 5, 使 得 
t(sa,~s.4)= 0, u(s'’a -83810')= 0。 
把 第 一 个 等 式 乘 以 xs'si， 把 第 二 个 等 式 乘 以 tss,， 然 后 相 加 ,> 
我 们 得 到 


tz2(Ss's1(sS6, -SIG) 十 SSsi(s 0 ~ 810))= 0。 


或 

tulss' (s+80) -S81(5' +80))=0,. 
所 以 

(sa0+8,.01, 858,51)~(S8'd+ 30 ,SS" ). 
即 


S10) 十 SI01 _ Sh+sa’ 
S181 88" 


客 易 验证 ， 这 样 定义 的 加 法 满足 结合 律 和 交换 律 。 显 然 存 
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si 


-50/5s's=a/s。 于 是 
0 a SU 4 


所 以 - a/s 是 a/s 的 负 元 。 这 样 ，S-!4 对 于 以 上 定义 的 加 法 来 
说 作成 一 个 加 群 。 

现在 定义 乘法 : 

(2 | | 一 44 
SS S SS 

易 证 这 个 定义 也 不 依赖 于 代表 的 选取 ， 并 且 这 个 乘法 满足 结合 律 
和 交换 律 ， 加 法 与 乘法 被 分 配 律 联系 着 。s/s(s8E 5S) 显然 是 
人 -到 的 单位 元 

这 样 ，S-!R 作成 一 个 有 单位 元 的 交换 环 。 称 为 灵 对 于 S 的 
分 式 环 . | 

对 于 BR 的 每 一 个 元 素 4 ， 类 sa/s 不 依赖 于 s€ 5 的 选取 。 因 
比 

pp: RIa——>sa/sSES IR z 

是 到 8-1R 的 一 个 映射 。 乡 是 一 个 环 同 态 ， 并 且 把 R 的 单位 元 
了 瑞 成 5S-18 的 单位 元 。 少 称 为 有 到 5S-1R 的 自然 同 态 ， 

由 以 上 构造 过 程 可 知 ， 如 果 忆 是 一 个 整 环 ,S= RN{0j}。 则 
S71R 就 是 请 的 商 域 . 

一 般 ， 如 果 记 是 一 个 整 环 ， 而 8S 是 请 的 一 个 乘法 团子 集 且 
人 30， 那么 自然 同 态 乡 : R 一 S-:R 是 单身 ,事实 上 ,如 果 a ER， 
而 sa/s==0/s', 则 ss'a=0, 因为 S,s 天 0 所 以 a = 0 。 这 时 我 们 
可 以 把 (BR ) 与 等 同 起 来 ， 而 把 有 看 成 8"!B 的 一 个 子 环 。 

对 于 7E R，a/s ES-1R， 定义 ?rT(a/s)=ra/s， 则 S18 


204 


作成 一 个 眉 - 模 。 

如 下 构成 的 分 式 环 特别 重要 。 

设 及 是 一 个 环 ，? 是 玉 的 一 个 素 理想 . 令 8= RNP。 由 素 
理想 的 定义 知 S 是 的 一 个 乘法 闭 子 集 ， 且 0 所 8。 这 时 分 式 环 
S-!BR 叫 做 尽 对 ?的 分 式 环 并 且 记 作 尼 ，。 

一 个 环 忆 时 做 一 个 局 另 环 ， 如 果 有 唯一 的 极 大 理想 . 

设 是 一 个 局 部 环 ，m 是 忆 的 唯一 的 极 大 理想 .如 果 a€ 有 
但 a& m， 则 a 是 的 一 个 可 逆 元 素 。 因 为 不 然 的 话 ，a 生成 及 
的 一 个 真理 想 (a ) 。 由 于 m 是 R 的 唯一 的 极 大 理想 ， 所 以 
(a )Sm， 这 就 导致 矛盾 。 

定理 5.4.1 设 R 是 一 个 环 ?是 的 一 个 素 理想 ，R 对 于 
bP 的 分 式 环 BR ， 是 一 个 局 部 环 。 

证 令 

m= PR,={p/s|pE P,sSER\ Pp)}). 
易 证 m 是 R , 的 一 个 理想 。 设 a 是 的 一 个 理想 , 如 果 a 生 m， 
则 a 必 含有 一 个 形 如 s'/s 的 元 素 ，s,s' 乞 了 。 于 是 5'/s 在 及 pb 中 
有 逆 元 s/s'。 所 以 a = R .这 就 证 明了 m 是 Rp 中 唯一 的 极 大 理 
想 ， 所 以 Ro 是 局 部 环 .， 下 
从 环 忆 过 滤 到 尺 ， 的 过 程 叫做 尺 在 ?的 局 部 化 . 
习 ”是 

以 下 说 到 环 都 指 的 是 有 单位 元 的 交换 环 , 环 同 态 f : R 一 > 
都 要 求情 的 单位 元 映 成 R' 的 单位 元 . 

1。 设 f: RB 一 >R' 是 环 同 态 ，5 是 的 一 个 乘法 闭 子 集 ， 
并 且 对 于 任意 se S，f(s) 都 是 R' 的 可 逆 元 素 。 证明 ， 存 在 唯一 
的 环 同 态 2 : S-1R 一 >R'， 使 得 f= Po， 这 里 乡 : RB 一 >871R 
是 自然 同 态 。 


2。 设 S 和 7 是 的 两 个 乘法 闭 子 集 ，U 是 7 在 自然 同 态 - 
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六 一 >S IIR 之 下 的 象 ， 证 明 ， 环 (ST)7 1R 与 U71(S71R) 同 构 ， 
3。〈( i ) 设 乙 是 整数 环 ，? 是 一 个 素数 ,P =(?)。Z 乙 bp = 
(ii) 设 fER,f 才 0, 令 S= {fln>>0}).i 记 S77'BR= Rs, 
如 果 R = Z，f ER, fx0, Rs:=? 
4。 设 5S 是 环 R 的 一 乘法 闭 子 集 ，a 是 尺 的 一 个 理想 。 令 
S-Ia ={a/sla€E a, s€ESN), 
(i ) 证 明 ，S-!a 是 S71R 的 一 个 理想 ， 称 为 a 在 S7!'R 
证 的 扩张 。 
(ii) 设 a，b 是 的 理想 。 证 明 
(a) S-'(a+b)=S-'a+S-!:b; 
(b) Sab)=(S-Ia)CS- 15b ); 
(c) S-aflb)=Ss-!afs-!b. 
(iii) Sla =S-iR<—>S5[l0 = YO, 
5。 设 a 是 有 R 的 一 个 理想 ，S =1+ ca。 证 明 ，&S 是 中 的 一 
个 乘法 闭 子 集 ， 并 且 S71 包含 在 S 8 的 每 一 个 极 大 理想 内 。 
6。 设 S 是 玉 的 一 个 乘法 闭 子 集 。 乡 : R 一 >S :有 是 自然 同 
态 。b 是 SR 的 一 个 理想 ， 则 9:5) 是 玉 的 一 个 理想 ， 称 为 
b 在 玉 中 的 局 限 。 证 明 : 
( i ) 如 果 4 是 有 的 一 个 理想 ， 则 ; a 入 S57 a ); 
(ii) 如 果 6b 是 871 的 一 个 理想 ， 则 
S-1(Pp-( pb))= b. 
(iii) 如果 了 是 的 一 个 素 理想 且 Sf1P = 名 ， 则 S57iP 是 
仿 -1R 的 一 个 素 理想 且 $1S-19P)= Pp 
(iy) 玉 中 一 切 与 8 不 相交 的 素 理想 所 组 成 的 集 与 S 有 中 
一 切 素 理想 所 组 成 的 集 之 间 存 在 双 射 。 
7。 证 明 ， R 是 局 部 环 的 充分 且 必 要 条 件 是 对 于 任意 ,bE ER, 
若 at2=1， 则 4 或 5 是 可 首 元 素 ， 
8。 证 明 下 列 条 件 对 于 来 说 是 等 价 的 : 


Tr pr er 


(i) BB 是 一 个 局 部 环 ; 
(ii) ”RR 的 一 切 非 可 逆 元 素 都 含 在 某 一 个 理想 mm 关 RR 内 ; 
(iii) 至 的 一 切 非 可 逆 元 素 作成 一 个 理想 。 
9。 设 m 是 及 的 一 个 极 厌 理想 ，# 是 一 个 正 整数 。 证 明 ， 剩 
余 类 环 R/m* 是 局 部 环 。 
10。 证 明 ， 局 部 环 的 任意 非 零 辣 坊 象 也 是 局 部 环 ， 
11。 设 B 是 一 个 Noether 环 ，&S 是 下 的 一 个 乘法 闭 子 集 。 
吕 | S -1R 也 是 Noether 环 。 


.5.5 整 扩 张 


设 召 是 一 个 环 ， 4 是 下 的 一 个 子 环 。 正 如 本 章 一 开始 就 假定 
的 那样 ，4 含 有 斑 的 单位 元 。 

及 的 一 个 元 未 z 说 是 A 上 的 整 元 ， 或 者 说 ，x 在 4A 上 是 整 
的, 如 果 存 在 一 个 系数 在 4 内 且 最 高 次 项 系数 是 工 的 非 堆 多项式。 
(和 )= +a 十 ds EE 4 三]， 

使 得 f(x)= 0。 

一 个 环 丸 上 的 模 歼 说 是 忠实 的 ， 如 果 a € R， 使 得 aM = 0， 
更 | a = 0 。 因 为 RR 有 单位 元 ， 所 以 环 忆 作为 R- 模 ， 是 忠实 的 ， 

定理 5.5.1 设 有 是 一 个 环 ，A4 是 的 一 个 子 环 。 对 于 RE 的 
元 素 7 来 说 ， 下 列 四 个 条 和 件 十 等 价 的 ， 

(i) z 在 4 上 是 整 的 ; | 

(ii) A 上 由 x 所 生成 的 子 环 4[ x ] 是 一 个 有 限 生成 的 
有 4- 模 ; 

(iii) 存在 情 的 一 个 子 环 B，B 3z 且 B 是 有 限 生 成 的 
.4- 模 ， 

(iv) 存在 一 个 忠实 的 4[ z ]- 模 必 ， 且 以 是 一 个 有 限 生 成 
风 4- 模 。 

证 (i)= 一 >(ii)〉) 设 
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7Z? 十 0 十 十 an=0 (ooE 4 1<i<n). 
那么 对 于 任意 "之 0， 都 有 
za = 一 (Qixzntr 1 十 oo 十 Cn )。 

所 以 AL xz ]= 4+ 4xz+，…+4xzn-l 是 由 1,x, xn 所 生成 的 
4- 模 。 

( ii) 一 >(iii) 取 B = 46727] 即 可 ， 

(iii ) 一 >(iv) 取 人 MM= 8B. 则 刀 是 一 个 忠实 4 了 模 ， 又 
由 (iii)， 有 到 是 一 个 有 限 生 成 4- 模 。 

(iv) 一 >(i) M 是 一 个 有 限 生 成 4- 模 、 令 2 “to 是 它 
的 一 组 生成 元 。 因 为 45 x ]JMCM， 所 以 xM 导 MM。 设 


si = assy 41 € A, 1<i<n, 


>2 (O14sx — Qi ) Ws = 0, 1 ?SR 
i=1 


这 里 0 = 1， 右 1!1=J，0=0， 若 ?1 天) 。 令 
Xl -0 
42 YLC22 oe -on 
oo 
Gn: -ln2 oe XUnn 


那么 上 面 的 方程 可 以 写成 
‘Wi / 
到 2 | 
Un 
两 边 乘 以 刀 的 伴随 矩阵 D* 得 


detDoexr = 0，1 生 8<<2， 
所 以 detDE 4[z] 零 化 MK， 即 detDM=0， 因为 有 于 是 一 个 中 
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实 4[ z ]- 模 ， 所 以 det Dp = 0。 展开 这 个 行列 式 就 得 到 
xz 十 QIX2 le +as =0, arE 41 和 :三 0) 
所 以 z 在 4 上 是 整 的 . 加 El 
这 个 定理 可 以 得 出 一 系列 重要 的 推论 ， 
推论 5.5.2 设 x,"…，x*nER 在 4 上 是 整 的 ,那么 A[x,,… 
zxnJ 是 一 个 有 限 生成 的 4- 模 。 
证 对? 作 数 学 归纳 法 。 记 4r = A[x,,…,xr]。 设 4。， 是 
有 限 生 成 4- 横 。 由 5,5.1，4, = 4»-,[x*»] 是 有 限 生成 4;-,- 模 ， 


所 以 也 是 有 限 和 成 的 4- 模 。 
推论 5.5.5 请 中 一 切 在 4 上 的 整 元 所 组 成 的 集 是 BR 的 一 个 
子 环 ， 


证 令 C 是 六 中 一 切 在 4 上 的 整 元 所 成 的 集 ， 设 wyE C。 由 
.5.5.2，4[x,y] 是 有 限 生成 和 的 4- 模 。x -~ 2 xygE ALx,y]， 由 5。5.。1 
Ciii), x-Y XYIEC, .| 
: 环 R 中 在 于 环 4 上 的 整 元 的 全 体 所 成 的 环 C 叫 做 4 在 内 的 
舟 闭 包 。 如 果 C= 4， 则 称 4 是 在 及 中 整 闲 风 。 如 果 C = 号 则 称 
及 在 4 上 是 蓝 的 。. 在 最 后 情形 称 巡 为 4 上 的 整 扩 环 . 
推论 5.5.4 设 x,,…,xsE€EBR 是 4 上 的 整 元 ， 则 4[x,,….， 
Xn] 是 4 上 的 整 扩 环 。 / 


证 设 *E A[z,, ,x ]. 由 5.5.2 及 5.5.1(iii )， 7 是 4 上 
的 整 元 。 f 站 


推论 5。5。5， 设 4 和 8 都 是 环 刀 的 子 环 ， 县 4 和 EBER。 如 
果 B 是 4 上 的 整 扩 环 ， 有 RR 是 B 上 的 考 六 环 ， 则 ER 是 4 上 的 整 扩 
证 设 zER， “假定 : 

Z"+O 2 Ti+ + bn =0, DE B(ICICR). 
仿 B'= A[b,, ,br,]SB, 则 z 是 B' 上 上 的 整 元 。 所 以 Bz1 是 
有 限 生 成 的 模 。 又 由 5.5.2，B' 是 有 限 毕 成 的 4- 模 。 所 以 
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B'L zz ] 也 是 有 限 生 成 的 4- 模 。z EDBLz]。 由 5.5.1(iit》， z 
是 4 上 的 整 元 ， 入 
推论 5.5.6 设 C 是 4 在 AR 中 的 整 闭 包 。 则 C 在 有 中 整 闭 , 

证 设 是 在 中 的 可 内包， 由 5.5.5，C' 在 4 上 是 整 
的 ， 所 以 0C'CO， 人 队 而 0'= EE 
下 面 我 们 将 证 明 ， 个 环 在 其 子 环 上 的 整 性 可 以 推移 到 相应 
的 剩余 类 环 和 分 式 环 上 去 。 
设 4 是 环 尽 的 一 个 子 环 ， 是 R 的 一 个 理想 . 令 a = 荆门 4 
则 a 显然 是 4 的 一 个 理想 . 考虑 自然 同 术 RR 一 ->R/ r+ 。 在 这 个 租 
态 之 下 ， 对 于 a E 4， 
A/aEata—>a+tER/t 
是 同 态 单 射 ， 因 此 可 以 把 Lec+ + |a€ 4}SR/t 与 4/ 4 等 司 
看 待 。 在 这 个 意义 下 ， 将 4/a 看 作 尽 ] r 的 一 个 子 环 。 
定理 5.5.7 设 玉 是 环 4 的 一 个 整 扩 环 ， 
(i) 设 t 是 BR 的 一 个 理想 a = nn4. 则 剩余 类 环 
R/Tt 是 4/a 上 的 整 扩 环 。 : 
(ii) 设 &8 是 4 的 一 个 乘法 闭 子 集 。 则 分 式 环 5S“! 起 是 分 式 
环 S-14 上 的 整 扩 环 ， | 
证 (i) 设 x€ R。 我 们 有 
x" orl os = 0 aE A(U<IH), 
今 T=x 二 t。 对 于 a€E hs 令 5 =a+aE€ 4/a. 则 ， 
B+ drz* le+ n= 0， aiE A a (1<i<s). 
所 以 R/T 在 A/a 上 是 整 的 。 
( ii )S-!1R 的 任意 元 素 可 以 表 成 */s 的 形式 ， 这 里 *E RE， 
s€S。 由 z 所 满足 的 方程 得 
(zx/S)n 十 (di1S)Cz/1S) 十 十 rn/ Sa = 0, 
所 以 x/s 是 S-14 上 的 整 元 。 
定理 5.5.8 设 A4 是 环 有 的 一 个 子 环 ，C 是 4 在 且 中 的 整 六 
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- 包 ，S 是 4 环 的 一 个 乘法 闭 子 集 ,。 则 571C 是 5-14 在 8S"1R 中 
的 整 闭 包 。 

证 由 5.5.7，SmC 在 83-14 上 是 整 的 。 设 ”>/sEAS-IB 是 
心 一 4 上 一 个 整 元 。 则 有 ， 

(7/8)"+ (a /SIOC(T/S)" Ire+ on/sn=0 

QiE A，sSiES(SiSNR)。 令 i = si 吕 rsnE€ 58。 把 上 式 两 边 同 乘 以 
《st)* 得 

(THE) + A S82 Sn (TTS) + ot Gdns 3n_ Stn 二 0 
所 以 ?7t 是 4 上 的 整 元 ， 从 而 7tiE C。 所 以 7/s=rt1/siES-IC， 

现在 设 4 是 一 个 整 环 。 如 果 4 在 它 的 商 域内 是 整 闭 的 ， 那 么 
就 称 4 是 一 个 整 闭 整 环 . 

定理 5.5.9 唯一 因子 分 解 整 环 是 整 闭 整 环 。 

证 设 4 是 一 个 唯一 因子 分 解 整 环 ， 玉 是 4 的 商 域 。 设 ab 
€EK, a,bE A, (a,8)=1. 如 果 4/5 是 4 上 整 元 ,那么 等 式 

a ta GD+ t+ a0" = 0, a€E 4(01 委 ;< 委 2)， 
成 立 ， 所 以 

?= — 0.0"*-1b— .we— Gnbr., 

如 果 5 是 4 的 可 逆 元 素 ， 则 a/bE 4 。 如 果 5 不 是 4 的 可 逆 
元 素 ， 则 存在 4 的 一 个 素 元 ?, 使 得 15， 从 而 21a*。 所 以 
? 1a， 这 与 (a,5) = 1 的 假设 矛盾 。 这 样 , K 在 4 上 的 整 元 都 属于 


4， 即 4 在 及 内 是 整 闭 的 。 z 

推论 5.5. 10 整数 环 忆 ， 一 个 域 i 上 的 #% 个 不 定 元 多 项 式 

- 环 F [ 不， ” 不 ，] 都 是 整 亲 整 环 。 | 
习 是 


1.。 设 妃 是 环 4 的 一 个 整 扩 环 ，f : 下- 一 > 万 是 环 同 态 ， 且 
了 (1s)=15。 则 了 ( 妃 ) 是 了 (4) 的 整 扩 环 。 
2 设 B 是 环 4 的 整 扩 环 ， 由 只 [ 叉 1,*…, 及 ,是 ALX,， “ey 
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耳 ,] 的 怠 扩 环 .。 

3. 设 有 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ，{ 4:)， (B80), iEIT, 
是 的 子 环 族 ， 且 4SPBICR，YiIE 7。 如 果 4 在 B+ 中 整 闭 、 
Vie 1， 则 [| 4 在 {1B 中 整 闵 . 

4. 设 是 一 个 整 环 . 证 明 下 列 断 高 言 是 等 价 的 : 

(i) 有 是 整 闭 的 ; 

(ii ) ”对 于 每 一 个 素 理 整 了?，R , 是 整 团 的 3 


(iii) ”对 于 每 一 个 极 大 理想 m，R m 是 整 团 的 。 
5.6 整 扩 张 与 素 理 起 


我 们 将 讨论 一 个 环 与 其 整 扩 环 的 素 理想 之 闻 的 一 些 关 系 。 先 : 
证 明 一 个 事实 ， 

定理 5.6.1 设 R 是 一 个 整 环 ，4 是 RB 的 一 个 子 环 ， 并 且 民 R 
在 A4 上 是 整 的 ， 那 么 有 是 域 必要 且 只 要 4 是 域 。 : 

证 设 4 是 域 。 我 们 证 明 ， 琅 的 每 一 个 非 零 元 素 在 如 中 有 赣 . 
元 。 设 YE RR，Y 了 0。 因 为 yy 是 4 上 的 整 元 ， 所 以 存在 4 上 一 个 
次 数 大 于 零 的 多 项 式 f (对 ), 使 f(y )=0。 设 

f (XX)= +a +e+anE ALXJ 
是 以 y 为 根 的 多 项 式 中 次 最 低 的 一 个 。 我 们 有 
yn 十 Cn 十 十 0 三 10。 
因为 是 整 环 ， 所 以 ea 天 0。 因 此 
yay toy tt ER 
反之 , 设 尺 是 域 。 则 4 中 任意 非 零 元 素 z 在 ER 中 有 诞 元 x "。 
因为 x-' 是 4 上 的 整 元 ， 所 以 有 
(Crm+a ("+ta, = 0, 0€E A(l<i<m), 
两 边 乘 以 : ”!. 我 们 得 到 | 
x 1l= -a+taxt +anr" )E 4。 藉 
推论 5.6。2 设 尼 是 环 4 上 一 个 整 扩 环 ， 9 是 下 的 一 个 素 理 


想 。 令 P= 9[ 4。 那么 9 是 五 的 极 大 理想 必要 县 只 要 PP 十 4 的 
极 大 理想 . | 
证 R/9 是 整 环 . 由 5.5.7，、R/4 是 4/9? 上 的 整 扩 环 。 
于 是 由 5.6.1，9 是 的 极 大 理想 <=>R/ 9 是 域 二 > 4 /Ph 是 域 
<> 了 是 4 的 极 大 理想 ， 
推论 5.6.5 设 玉 是 环 4 上 一 个 整 扩 环 ，91 和 9 都 是 尽 的 
素 想 理 ， 且 91 守 92。 如果 1 门 4= 9s 门 4， 则 491= 42。 z 
证 令 p=d9in4=9qsmn4。 则 p 是 4 的 素 理 想 。 由 
5.5。7, 及 对 ?的 分 式 环 尽 是 4 对 ?的 分 式 环 4， 上 的 整 扩 环 . 
令 m=pPAps ni= qiRps ns= 9sRb. 则 mm 是 49 的 唯一 的 极 
大 理想 ， 我 们 有 
nif idb = nzfi4 二 tn。 
由 5.6.2，nm, 和 ms 都 是 尼 的 极 大 理解 。 了 但 niSms， 所 以 
miI=nh 因此 9:=nifiRR=nazfiB= 9，。 站 
定理 5.6.4 (位 于 上 (Lying ovVver) 定 理 ) 设 有 是 环 4 的 一 
个 整 扩 环 ， 了 +P 是 4 的 一 个 素 理 想 。 那 么 存在 尽 的 一 个 素 理 想 4， 
使 得 9f14=?P。 
证 由 5,5,7， 分 式 环 Ro 是 分 式 环 4p 的 整 扩 环 。 下 面 的 图 


aA 
tb 
| 
: 本 > p 


任 这 个 图 里 ,垂直 的 第 头 表 示 自 然 内 射 ，Y4 : 4 一 >4 p， 
翅 R RR 一 >R ,是 自然 同 坊 ,$a14= 多 4。 

令 n 是 Ry 的 一 个 极 大 理想 ，m= n (4,。 由 5。6。2， 
m 是 4 9 的 极 大 理想 。 然而 4p 是 局 部 环 , 它 有 唯一 的 极 大 理 想 
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Pp Ap. 所 以 m= 了 A4,。9=Yx'(m) 是 的 一 个 素 理想 ， 而 
NA=YA nN Ap)=8 n= PA NA=P. | 

定理 5.6,.5《 上 升 (Going up) 定 理 ) 设 R 是 了 环 4 上 一 个 
整 扩 环 .phSEpbhc…ch。 是 4 的 一 个 素 理 想 链 ，91S… 
拓 9"( 人 <2) 是 站 的 一 个 素 理想 链 ， 且 94:f 1 4 = PIC1L 短 ?1 委 人 )， 
那么 存在 R 的 一 个 素 理 想 链 , 9 :CS 9。 三 9 SEE…E9， 使 
得 qi 4 = P(t 和 7n)，, 

证 “对 m,? 作 双重 数学 归纳 法 。 只 和 需 对 r=1，n=2 的 情形 
证 上 朋 有 即 可 ， / 

设 blIEp: hi PP :都 是 4 的 素 理想 ，9 1 是 有 的 素 理 想 且 
1 站 4=P. 令 有 = A/PD1 五 = R/91。 由 5.5.7，R 是 4 的 整 
扩 环 。 令 p :是 在 自然 同 态 4 -一 > 艺 之 下 ，p。* 的 象 ， 则 p :是 也 
的 素 理想 。 由 5.6.4， 存 在 巨 的 素 理 想 9qs*， 使 得 qz 站 了 = Pa， 
令 久 :有 -一 > 有 /9 是 自然 同 态 。 令 9q9:=g%g :09qs)。 则 9 是 已 
的 素 理 想 。 我 们 有 91 禄 92，92 门 4= Ps。 : / EE 

E> 是 

1. 设 丸 是 环 4 的 一 个 整 扩 环 ，9 是 下 中 位 于 4 的 素 理 想 p 
之 上 的 一 个 素 理 想 ( 即 9 门 4 = ?)。 证 明 ，9 是 的 极 大 理想 必 
要 且 只 要 jp 是 4 的 极 大 理想 。 

2 设 4 是 环 玉 的 一 个 子 环 ， 

( i ) 如 果 a 关 R 是 RR 的 一 个 理想 , 则 a 站 4 天 4 且 an 门 4 
是 4 的 一 个 理想 . 

( ii) 如 果 4 是 ER 的 一 个 素 理 想 ， 则 9 门 4 是 4 的 一 个 素 
理 思 ， 

3. 设 0 是 环 4 在 扩 环 B 内 的 整 闪 包 ，a 是 4 的 一 个 理想 ， 
令 a 0 ={ZBasc, 《有 限 和 〉|a,E a，c,E0}, 则 a CGC 是 C 的 一 
个 理想 。B 的 元 素 z 说 是 在 a 上 整 的 ， 如 果 z 满足 一 个 形 如 
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的 方程 ，a:E€ a (1 委 ? 委 2)。 证 明 互 的 所 有 在 a 上 整 元素 所 成 的 
集 等 于 /acC ， 

4. 设 4 导 8B 是 整 环 ， 其 中 4 是 整 闭 的 ，F 是 4 的 商 域 . 叉 
设 a EB 是 4 的 一 个 理想 a 上 的 整 元 素 。 证明，o 是 上 的 代数 
元 。 令 ff( 卫 )= 革 "十 1 对" o 哄 十 4, 是 0 在 上 的 最 小 多 项 式 ， 
Goa.EA/a 。 

5. (下 降 (Going down) 定理 ) 令 4 王 也 是 理 环 ， 其 中 
4 是 整 闭 的 ， 而 B 在 4 上 是 整 的 。 令 P11 二 … 二 了 ,是 4 的 一 个 素 
理想 链 ， 9 1 二 二 9m(m 二 n) 是 B 的 素 理想 链 ， 使 得 9,f14 = 
p (li 声 r)。 那 么 链 41 二 二 4。 可 以 延长 到 素 理 想 链 
9 二 … 汪 9,， 使 得 9,{| A = P(tin)，。 


5.7 Noether 的 正规 化 定理 


定理 5.7.1 (Noether 的 正规 化 定理 ) 设 下 是 一 个 域 ， 丈 
是 FF 上 有 限 个 元 素 x1,，…,x, 生成 的 环 ， 那 么 存在 所 ，…，gucE BR 
(m<<n)， 使 得 以 下 两 个 条 件 被 满足 ， 

(i) ;Ym 在 上 代数 无 关 ; 

(ii) 玉 在 子 整 环 不 [yj,…，,g] 上 是 整 的 。 

证 ”对 % 作 数学 归纳 法 。7=1 时 ，R = FF[x1]。 如 果 x 是 FF 
上 的 超越 元 ， 那 么 就 取 包 = xz 如 果 x1 在 上 是 代数 元 ， 这 时 
m= 0。 

设 7 之 1, 如 果 x1,…,x*, 在 Ff 上 代数 无 关 ， 则 m= nn，#,= x 
(1 委 ; 委 人 = RR )。 定 理 已 成 立 。 现 在 设 X14,…,7。 在 上 代数 相 
关 。 于 是 存在 FF 上 ?个 不 定 元 对 1 ，，…, 三, 的 多 项 式 

j 帮 (Xi 和)= Pax 0 


(二 (7 


使 得 (xz1， “0 Xn ) = 0 间 


取 定 一 个 正 整 数 i ， 使 得 t 大 于 出 现在 ff 里 的 一 切 指数 组 
《1T)=(i… iv) 的 每 一 个 分 量 。 由 整数 的 带 余 除法 ， 每 一 个 整 
数 s 可 以 唯一 地 表 成 1 进 整 数 

S = 十 Pot 十 十 站 07 < 

现在 令 


zs 一 9 一 (2 和 1 生 1) 
代入 fxzyxn)= 0 中 ， 我们 有 
Da tee te 0 
整理 以 后 ， 上 和 式 可 以 写成 
bltiottiint” | 
(*) > . " + g(xX1 ,Sas "Zn) = 0 ， 
这 里 (Xi Zs "on, Zn) 是 一 个 多 项 式 ， 它 的 每 一 项 至 消 含 有 其 一 - 
个 Zz,。 
根据 的 取 法 ， 如 果 ( 2 )=( ?1， “sb, ) (7 )= (1 “sn) 
是 了 中 两 个 不 同 的 指数 组 ， 则 
btiottetint™ A+ jt t+ jt "il, 
因此 ， 在 对 应 于 了 的 指数 组 (iT )=(ii) 的 正 整 数 
2 十 ?2 二 十 5 中， 有 唯一 的 最 大 数 s。 设 s=2+2at 二 
-ae 十 儿 对 应 于 指数 组 ( 有 ) =(D1 0 )。 于 是 (x*) 可 以 写成 
CX ] 十 之 Uj( Zo, ee) 一 0 9 
这 里 4= 4p) 0,U (Fa , Tn) EE FL?2,**, 2 |。 两 边 乘 以 Qa: 
得 | 


x1 十 > a uj(Z2, 0 Ln) XH 一 0 . 


je<s 


所 以 1 是 不 [za 2 ] 上 的 整 元 ，。 xi=2 tx 《2 委 ? 扩 用)， 


所 以 * (2 委 ; 委 2 ) 也 是 Lzs,…,z, 上 的 整 元 。 这样 ，R = FLxi， 
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“…,*,] 是 环 PF[z2,…,z,] 上 的 整 扩 环 . : 

由 归纳 法 的 假设 ， 存 在 ,YE FLzz, ,Zz ]， 1% 寺 %-1， 
使 得 引 ,…,Y 在 F 上 代数 无 关 , 并且 FLzo,*…,zs] 在 FLY1,*…**, Ym] 
上 是 整 的 。 于 是 由 5.5.5, R= Fixi, ,x*,] 在 FL,…,Yys。] 上 是 整 
的 。 定理 被 证 明 。 | 

如 果 域 含有 无 限 多 个 元 素 ， 那 么 定理 5.7,1 还 可 以 进一步 
精确 化 。 

定理 5.7.2 设 丰 是 一 个 无 限 域 ， = 下 [xyxz] 是 一 
个 整 环 。 那 么 存在 jynE R(m 志 %), 使 得 下 列 条件 被 满足 : 

(i) yi,9Ym 在 Ff 上 代数 无 关 ， 

《 ii ) 忆 在 子 整 环 了 [Li,…,Ym] 上 是 整 的 ， 


(iii) 每 一 个 yt 可 以 表 成 y= > crilos EP) 的 形式 ， 
IT; 扫 mm， 
证 ”对 zw 作 数 学 归纳 法 。 % =1 时 定理 成 立 ， 设 * 汪 1。 如 果 
1 在 上 代数 无 关 ， 则 取 = x*， 《1 委 ? 安 似 =1)， 这 时 定 
理 自 然 成 立 ， 设 Xi， ,xX 在 F 上 代数 相关 。 于 是 存在 站 有 1 
和 ,] 的 非 零 多 项 式 / 
fb) = Do) XI XO, 


使 得 (x1,*…,xwn)= 0。 取 Cz,*…,C,EP, 令 
Zu= Xi CXly Ki= Ti+ ox, ZALESN, 


这 里 Co Cm 以 后 再 确定 。 代入 f(x1, xn) = 0 ， 得 


之 (i) x (2z2 十 Ca2xi) (xn 十 CnX]7 一 0 s 


整理 以 后 得 
Eien tg 2 Fa) = 0» 
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了 ” 和 
mm 一 ea- 1 2 


这 里 g(X1, T2 “0 Zn) Flxi, Zo ee 9 zj]， 并 且 每 一 项 至 消 含 有 某 


上 面 的 等 式 左边 第 一 项 是 拉 的 多 项 式 . 设 其 次 数 为 8， 
5=max (+62t+…+i,)。 注意 到 9(x1, 22,…,xa) 中 ，21 的 次 
数 都 小 于 5 ， 所 以 上 式 可 以 写成 

a( co,, “0 CO)XT 十 > 41(72, oe )Y1 = 0， 
这 里 a( 了 >…， 了 ,.) 是 F 上 7-1 个 不 定 元 了 2,…, 了 ,的 一 个 多 项 
式 : 


k kn 
《2) a(Y ,, ”9 了 ，) 一 >, Dp, EY i . 
Elo 十 … 十 Kn 二 8 


因为 f 是 无 限 域 ， 所 以 总 存在 cs， “0 Cn F ,使 得 alc，， 0 FE0e 
取 定 一 组 C2 *** ,C0, CE F ,使 得 C= a(C,, “0, )A 0 。 以 0 乘 (2) 


式 的 两 端 得 

x1 十 > os Zn ) XH 二 0。 
质 以 x 是 F[xz,…,z,] 上 的 整 元 ， 从 而 zxr =z 十 Cx1(2 人 in) 
也 是 Lz，， “00 Zn | 上 的 整 元 ， 因此 ， Ek = F[xis ,x, | 在 kLzs， 
,2 ] 上 是 整 的 。 


由 归纳 法 的 假 设 ， 存在 Yi °°, Yn CREN-1)E FEz;, 2, | 
使 得 (i) 1,… ,9 在 万 上 代数 无 关 ; (ii) FP[z2,…,z,] 在 Fly 


,gyn 上 是 整 的 ; (iii) y= > (dy EF, 1<i<m). 由 
| 


河 。D。9， R 在 Fl gi， 9 yn] 上 是 整 的 。 由 于 zy 二 和 了 一 Cyx1(2<IER), 
所 以 
y, = > Ci 和 及 (1 委 ? 委 仍 ) 。 


定理 锌 让 明 ， 和 
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5.8 代数 生 Hilbert 名 点 定理 


从 历史 上 来 看 ， 求 一 组 多 项 式 的 公共 零点 问题 是 代数 学 的 中 
心 问 题 。 这 个 问题 广远 远 未 能 解决 。 在 高 等 代数 里 曾经 讨论 了 这 
个 问题 的 两 个 最 简单 的 情形 ， 就 是 某 一 个 数 域 上 元 一 次 多 项 式 
组 《线性 方程 组 》 和 一 元 2 次 多 项 式 的 情形 。 在 这 一 区 里 ， 我 们 
将 一 般 地 讨论 一 组 多 项 式 的 公共 零点 的 存在 问题 。 

设 尼 是 一 个 域 。 为 了 简单 起 见 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 总 假定 天 
是 代数 闭 域 。 令 

K"*={(x1, ,Xx,)|x,EK) 

是 KK 上 ?# 维 向 量 空间 ， 称 为 K 上 ?1 维 仿 射 空间 。K* 中 的 元 素 岂 
微 点, 令 KK[ 下 1,…, 卫 ,] 是 KK 上 ?个 不 定 元 的 多 项 式 环 ， 为 了 简单 
起 见 ,我 们 把 K[ 邓 ,,…, 对,] 简 记 作 [对 ], 把 f( 对 1,…, 叉 ,) 简 记 
作 fC( 对 )， 把 K"* 中 的 向 量 (x1,…,x*, ) 简 记 作 (x )， 把 f( 环 ) 在 
《xz) = 《x13xs) 的 值 f(xi1,…,*x.) 简 记 作 f(z )。 

设 5 是 天 [多] 的 一 个 子 集 。 令 

V(S)={(z EK"|If(z)=0, vfes}. 

8(SD) 叫 做 及 * 中 一 个 仿 射 代数 策 ， 或 简称 为 代数 入 

令 a 是 忌 在 玉 [ x ] 内 所 生成 的 理想 ,那么 显然 有 

VC(S8)=V(a). 
设 必 是 KK* 的 一 个 子 集 。 令 
I(M)={fE KL[X1If(z)= 0, V(x )EM). 

那么 (MH) 是 区 对 ] 的 一 个 理想 . 

关 手 运算 了 和 7 ， 以 下 性 质 成 立 ， 

定理 5.8.1 运算 了 和 运算 了 上 有 下 列 性 质 ， 

(i) I(K*)=(0); 7(O)=(1)= 下 [和 ]。 

《 ii ) 对 于 天 "的 每 一 个 子 集 形 采 说 ， 

I1(M)= VI(M). 
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(iii) 对 于 每 一 个 代数 簇 4 三 玉 *， 我 们 有 
V(I(A))= A. 
(iv) 设 41, 4* 是 玉 上 两 个 代数 徐 。 
4IS 42<> 了 7 (A1)= J (4;), 
并 且 4 备 4<>7(4) 汪 大 (42)。 
(YY) 设 了 M1, M; 是 KK" 的 两 个子 集 ， 则 
I (MiUM;2)= I (MD){ IT (M,)., 
(vi) 设 a，b 是 KL[X] 的 两 个 理想 。 则 
Vl(a b)=V(aflb)=V(a)UrV. 65). 
(vii) 设 (a;);.s 是 [| 对] 的 一 族 理 想 。 令 
之 a “= (这 (有 限 和 ) |f+€E a,,41EA] 


是 {a } ;ev 所 生成 的 理想 。 则 
V(>, Q ) ) 一 NV Qa ,), 


(Viii) 设 {M*}, en 是 KK" 的 一 族 子 集 。 则 
I (UM:)= N71(M:). 


证 (i) 显然 I (@)= (1)= kK[X], 因 为 是 代数 闭 域 ， 
所 以 是 无 限 域 .这样 就 有 J 了 (K")=(0). 

(ii ) 只 需 证 VICON) 三 I (M). 设 fEvVTCHM)， 则 存在 
正 整数 和 ， 使 得 EIT(M). 于 是 f(z) ”=0,，VY(z)EM, 从 
而 f(xz)=0，Vv(z)EM, 所 以 FET(M)， 

(iii) 显然 4SETCT(4)7 思 反之 , 设 4 是 玉生 ] 的 某 一 个 子 
集 5 的 公共 零点 的 集 . 则 SSCI(4). 于 是 4=V(8) 汪 V(I(4)). 

(iv) 大 4IC4， 那 么 显然 IT(4) 二 7(4z)。 反 之 ， 车 
7 (4) 全 7 (4z)， 那 么 由 (iii) A1=V(17(CA1))SV(T (42))= 
4:。 由 此 很 容易 得 出 第 二 个 论断 ， 

(V) MiSEHMIUNK, 所 以 TCM UMD)STOMNI=12。 


从 而 TCMiUM;:) 守 TC(MI) 丫 了 (M2), 反 之 , 设 f&ICM1U M;). 
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那么 在 在 (x )E 有 UM， 使 得 f(x ) 关 0。 于 是 f 和 ICM1) 或 
f&I(M)， 从 而 了 ICMD)( I (CM,), 

(vi) 因为 a 6CCa 人 个 6 生 a,b,. 所 以 

VC(a pOVCa Nf b OVCa UVC DS ), 

反之 ， 设 (x )&VCa)[VC6). 则 (xyV(a H(z EV )。 
于 是 存在 JEa，9E 85， 使 得 jz) 关 0，9(z ) 关 0， 从 而 
fg(z ) 和 关 0。 然 而 JEab。 所 以 (zz) 和 了 (ab)， 

(Viiy) 之 0 之 6、， V4E4. 所 以 F( 之 a ") IV Q ; )。 


及 之 , 设 (z )&V(> ax)，, 那么 存在 JE 之 0 ,， 使 得 f( > ) 天 0 。 


设 f= 袜 ffeaso2c4。 那么 至少 有 一 个 f(x ) 天 0。 从 
而 (% ) 信 a a1， 对 蘑 一 4,E 4。 所 以 (> ) NVCa,). 

(viii) 与 (vii) 的 证 明 类 似 。 | 

设 4 是 KLX1 的 一 个 理想 。 如 果 a = /aa ， 那 么 就 称 a 是 
一 个 根 理 想 ， 

令 A 是 K" 中 一 切 代 数 徐 所 成 的 集 , 令 居 是 KK[ 对 3 中 一 切 根 理 
想 所 成 的 集 , 由 5.8.1(ii) 和 (iV), 陕 射 I; MEA 一 I(A)ER 
古 一 个 单 射 ， 并 且 反 回 保 持 包 含 关 系 。 即 4 4 一 > 了 7 (41i) 之 
“42)。 下 面 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 上 映射 也 是 满 射 。 


天 "中 一 个 代数 位 4 说 是 不 可 约 的 ， 如 果 以 下 条 件 被 满足 ; 


若 A= 4 LU As, 其 中 Al, 4a 都 是 代数 得 ， 那么 或 者 4= LI 
或 者 4 = 42?。 


定理 5.8.2 天 ”中 一 个 代数 往 4 是 不 可 约 的 ， 必 要 且 只 要 
7 ( 4) 是 KLX] 的 素 理 想 ， 


证 设 A 不 可 约 ，fi, faEKLX] 且 fifzEI(A). 今 


V(f,)={(z EK"If(z )=0),7=1,2, 
令 4;= 4 1V(f),?=1,2。 则 由 5。.8。.1 (vii)，4 4s 都 是 代数 
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徐 ,. 因 为 六 fa(z)=0， VCz)E4, 所 以 fi(z)= 0 或 f(z )=0. 
因此 4SV(f1)UTV(f)， 从 而 4= 4U4。 于 是 有 4=41 或 
A = 42。 由 此 得 出 4SF( 人 (加 ) 或 ACV(f2)。, 因此 人 EI(4) 或 
fzE I( 4 )。 所 以 1 ( 4 ) 是 素 理 想 . 
反之 ， 设 1 ( 4 ) 是 素 理想 。 假 设 存在 代数 化 4 4*， 使 得 
4=4U4， 且 4 和 4。 则 中 5.8.1 (iv) 和 (vv)， 我 们 有 
TIT(A4) 守 1(42:) 且 I(A)=IT(CAWDNTIT (A)= TIT(A) I (4A2)., 
于 是 由 5.3.1 (ii)， 我 们 有 7 (4D)S7T(4)， 从 而 41= 4。 所 
以 4 是 不 可 约 的 。 EE 
设 A' 守 K" 是 代数 秘 ， $=1,2,*…, 并且. 
4 一 4 一 4. 一。 
与 此 相应 ， 有 KL x ] 中 一 个 理想 升 链 
1( ADCT A ET A CSC, 
因为 KL x ] 是 Noether 环 ， 所 以 存在 一 个 正 整 数 z， 使 得 
7 (4。.)= 了 (4.+)=…。 于 是 由 5.8.1 Civ), 我 们 有 4。= ds+i= 
…。 这 时 我 们 说 ， 代 数 乌 满足 降 链 条 件 。 
定理 5.8.5 K" 中 每 一 个 代数 秋 都 可 以 表 成 有 限 个 不 可 约 
代数 忽 的 并 。 
证 设 4 是 一 个 代数 徐 。 如 果 4 不 可 约 ， 那 么 论断 自然 成 
立 。 否 则 4 = 41U 41， 其 中 41, 4 都 是 代数 答 ， 且 4: 宝 4， 
和 和 4， 如 果 44 与 41 中 至 少 有 一 个 不 能 表 成 有 限 个 不 可 约 代 数 
签 的 并， 比方 说 ，4: 不 能 表 成 有 限 个 不 可 约 代数 馈 的 并 ， 那 么 
对 4i 作 同 样 的 讨论 ， 就 存在 一 个 代数 筷 4 特 4， 并 且 4: 不 能 
表 成 有 限 个 不 可 约 代数 簇 的 并 。 如 此 继续 下 去 。 于 是 就 得 到 代数 
徐 的 一 个 无 限 降 链 
EEE 
这 就 导致 矛盾 。 E 
定理 5.8.4 设 4 是 一 个 代数 给 。 如 果 
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4=4UU4 =4IUm…U4:， 
其 中 4 4; 都 是 不 可 约 代数 和 位， 并 且 4, 拓 4t 4; 算 和 攻关 
JJ 天 !。 那 么 7=s， 并 且 可 以 适当 排列 4; 的 次 序 ， 使 得 4 = 4iy 
1 < 和 ?= 8S。 
证 首先 注意 以 下 事实 ， 设 4 是 一 个 不 可 约 代 数 徐 。 邵 果 
ACA: \*U A:, 
其 中 41 是 不 可 约 代数 入 (1 磅 i 二 5s ) ,那么 必 有 其 一 个 JCL< 7 委 s)， 
使 得 4 三 4，。 


事实 上 ， 我 们 有 4 = | 上 (4 U 4,)。 因 为 4 不 可 约 ， 所 以 存 


在 一 个 JI1 委 和) 入 s)， 使 得 4= 4U 4 。 从 而 4G 4，， 
现在 设 4U…U4,， = 4U…U4，4 4; 都 是 不 可 约 伐 
数 答 (1 委 ; 委 ,1 委 ) 委 s)。 则 
4IC 41 Ue U 4,. 
于 是 由 上 面 所 证 的 事实 ， 可 设 41 忆 A1。 又 因为 
CAiU "U4;, 
所 以 存在 某 一 个 s， 使 得 41 忆 4;。 根 据 题 设 的 条 件 ,必须 i = 1， 
从 而 41 = 41。 这 样 ， 对 7? 作 数 学 归纳 法 , 就 证 明了 这 个 定理 。 量 

现在 我 们 证 明 Hilbert 零点 定理 ， 它 是 多 项 式 组 的 零点 在 
在 定理 ， 

定理 5.8.5《 需 点 定理 ) 设 太 是 一 个 代数 闭 域 ，K[ 环 ] 是 下 
上 ?2 个 不 定 元 的 多 项 式 环 ，a 是 玉 [ 上 与 } 的 一 个 理想。 如 果 a 天 
KL 到 ], 则 V (a ) 和 天 允 。 

证 因为 a 关 KK[LX]， 所 以 存在 KL 对 ] 的 一 个 极 大 理想 
也 一 0 。 寺 是 B = KLX]/m 是 一 个 域 。 令 x, 是 了 :所 在 的 剩余 类 
(1 二 ?二 7)。 于 是 由 5.2.9，B 是 KK 上 的 代数 扩 域 。 因 为 六 是 代 
数 用 域 ， 所 以 中 = 天 。 于 是 (zx1,.…,， x.)E Kr 是 mm 中 多 项 式 
的 一 个 公共 零点 ， 因 而 (ztznw)cTrmIETFCa)， |! 
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由 这 个 定理 ， 可 以 得 出 以 下 推论 ， 
推论 5.8.6 设 到 是 一 个 代数 财 域 。 天 上 一 个 代数 方程 组 
fi(Xi1,", X= 0, fEKLXIEi<m), 
在 K"* 中 有 和解 必 要 且 只 要 (fi1,…,f,) 关 KLX]. 

证 令 a =(f1,…, 了 fa)。 如 果 a 关 KL zx ]， 则 由 零点 定 
理 有 (Ca ) 关 名 ， 即 方程 组 f= 0 (1 志 i 志 m) 在 K" 中 有 解 。 
如 果 a =KL 叉 ]=(1)， 那 么 显然 V(a )= 儿 ，。 和 

推论 5.8.7 设 K 是 一 个 代数 闭 域 ，m 是 KLX] 的 一 个 极 
大 理想 。 那 么 存在 91,…,as€ 玉 ， 鸽 得 

m =( 和 -Go 和 -GD)。 

证 由 零点 定理 ， 存 在 (oa)=(a… as)E V(m)。 如果 
fj 拉 mm， 那 么 f(aq1,…,44) 关 0 ， 因 为 不 然 的 话 ，( a ) 和 将 是 KLX】 
的 所 有 多项式 的 公共 零 反 。 因 此 (天 -oa 下 sa)S。 然 而 
(Xia 和) 本 身 已 是 一 个 极 大 理想 ， 所 以 

m =《( 肥 1 一 01 9 及 -0 )。 

定理 5.8.8 设 K 是 一 个 代数 闭 域 ，a 是 天 [和 X] 的 一 个 理 

想 ， 则 
\/a= (TCD))。 

证 ”对 于 玉 [ 瑟 ] 的 任意 理想 a 来 说 都 有 La 三 I《(V (a ))。 
现在 设 feE I(V (a )). 我 们 借助 于 所 谓 "Rabinovich 的 巧 思 ” 
来 证 明 fE~ a， 

在 天 [ 互 :,…，, 王 。] 上 添加 一 个 新 的 不 相关 不 定 元 丰 。 在 多 项 
式 环 K[X1,……, 半 ,, 了 ] 中 考 虚 由 9a 及 fT 了 -1 所 生成 甬 理想 8。 如 
果 (zub zt)E 天 "是 5 中 多 项 式 的 一 个 公共 零点 ， 那 么 将 有 
(F190 2) EE VC), 而 f(z1 ,Xt -1 =-1 然而 (Xi1, "Xn 
直 ) 是 太 了 -1 的 零点 ， 记 就 字数 于 局 ， 因此 在 用 中 没有 零 太 ， 
由 5.8.5，8 = EK[Xi,…,X,, TJ] 

因为 K[ 玉 1,…, XX ,J 是 Noeth er 环 所 以 a 是 由 有 限 个 元 
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-一 了 a - ee pt -oo 


一 一 上 一 ， =- -一 一 -二 rr 
ee er ， .开征 HERE 了 Et 


素 万 和 六 E 开 [各 和 。] 生成 的 。 于 是 我 们 有 
袜 fg NT -1)=1, 
这 里 9; E KI XL, …， 太 T ]， 1 委 1 委 3。 


定义 一 个 - 同 态 
Pp :民生 TE 全 )> 


p(X)= XEIER) PIT) = 二. 


hl 一 


于 是 在 及 (天 1,*…, 叉 ，,) 里 ,有 
之 fip(g)= 1， 


这 里 

pgi( Ki I, T)) =9,( KI" Ts, 7 ) = -Fi 
uc 天 [Xi …， 玉 ,是 一 个 非 负 整数 . 令 太 = maxft}。 
则 f*E(f ,fs)= 9， 从 而 fEvVa. BE 


推论 5.8.9 设 玉 是 一 个 代数 困 域 ，% 是 K" 中 一 切 代 数 馈 
所 成 的 集 ， 抽 是 K[ 六 ] 中 一 切 根 理想 所 成 的 集 。 IT : ETF 一 > 
I (A)E 所 是 一 个 双 射 ， a 
推论 5.8.10 (i) 设 a,b 是 K[ 对 ] 的 两 个 理想 ， 
ya)=y(5)<e>A = 有. 
(ii) ”天 上 两 个 1 元 代数 方程 组 
fi(KXiy, X=0 (=1 8S)， 
和 gs( Xi Ra)=0 (7=1,°,t) 
有 相同 的 解 必 训 且 只 要 对 于 每 一 个 i,1<i<s， 都 有 一 个 正 整 数 
k: ， 使 得 请 5E (91,…,91)， 同 时 对 于 每 一 个 了》，1 过 jt， 都 有 
一 个 正 整 数 1;y， 使 得 9;; EE (fi,…,f)， 
证 (i) 是 5.8.1 (ii) 和 5.8.9 的 直接 结果 。 在 (让 中 令 ， 
a = (fi fs), b = (gi0* ,9:)， 就 得 到 (ii)， E 
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re 


p> 题 
设 K 是 一 个 代数 闭 域 ，K[ 对]= KLXi1,…, 对 ,] 是 KK 上 nn 个 
不 定 元 的 多 项 式 环 . 
il. 试 举 一 例 说 明 ， 存 在 K1LX] 的 理想 a ， 使 得 
1(V(a)) a. 


2. KLX] 中 一 个 多 项 式 f 在 KK" 中 的 一 切 零 点 所 成 的 集 
V (了) 叫做 一 个 超 曲 面 。 证 明 


( i ) 对 于 每 一 个 超 曲 面 V( 了 ) 来 说 ， 一 定 存 在 K 太 "中 无 限 
个 点 不 属于 下 (了 )， 


站 (ii) 每 一 个 代数 答 4 和 KK"*， 一 定 存 在 及 * 中 无 限 多 个 点 
不 属于 4。 


(iii) 当 7 之 2 对 ，K* 中 每 一 个 超 曲 面 一 定 含 有 无 限 多 个 


3， 设 V(f) 是 K" 中 一 个 超 曲 面 ， 而 
f=cfiifs'E KLX] 


是 了 被 分 成 玉 [ 互 ] 中 不 可 约 多 项 式 的 震 的 一 个 分 解 ， 其 中 
开 ，…，f: 是 KLX ] 的 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 两 两 不 相伴 ，0 六 Cc 
EK, ki>0(1 过 1; 才 5)。 证 明 1(V(f)) 由 乖 积 f1…f: 生 
成 。 


4. 证 明 ， 天 上 两 个 不 定 元 的 多 项 式 环 天 [Xub 六 ] 中 ， 素 理 
想 只 有 以 下 三 种 类 型 ， 


(i) (0 ); (ii) 由 一 个 不 可 约 多 项 式 ff 所 生成 的 主 理想 
< f ); (iii) 极 大 理想 ( 头 1 一 ai， 和 2-02)， 这 里 41, azEE KK, 


5。 设 > G73 = bi(1 过 i 过 1w) 是 玉 上 一 个 线性 方程 组 ， 
4 和 了 分 别 是 它 的 系数 矩阵 和 增 广 年 阵 。 令 4#f, = 和 a jv-b 
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EK[ 卫 1 (1 过 i 过场 )。 证 明 以 下 两 个 条 件 等 价 : 
(i) 秩 4<= 秩 4; 


( ii) 存在 Cc1,*…,cmnE 及 ， 使 得 > cf = 1. 

6. 证 明 以 下 两 个 条 件 等 价 : 

( i ) 对 于 KLX] 中 每 一 个 理 下 a 关 K[X] 来 说 ， 都 有 
V (4) 了 关 久 (Hilbert 和 零点 定理 ) ; 


(ii) 设 B 是 处 上 有 限 生 成 的 交换 环 . 如 果 B 是 域 , 则 B 是 
KX 上 有 限 次 (代数) 扩 域 (定理 5.2.9) 。 
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附录 


工 。 Zorn 3 引 理 
”” 设 4 是 一 个 非 空 集 ， 在 4 上 定义 了 一 个 关系 ， 用 符号 三 表 
示 。 如 果 下 列 条 件 被 满足 ， 就 称 4 (对 于 这 个 关系 来 说 〉 是 一 个 
仿 序 集 : : 

1” 自 反 性 ， 对 于 任意 aE 4 都 有 4 委 4; 

2” 传递 性 ， 如 果 46 委 六 ,2 委 c， 则 < 委 2; 

3” 反对 称 性 ， 如 果 a 生 0 2 和 0， 则 “=2"， 

例如 ， 设 戏 是 一 个 非 空 集 ， 4 是 好 的 一 些 子 集 所 组 成 的 集 。 
出 4 对 于 集 的 包含 关系 "于 ?来 说 作成 一 个 偏 序 集 。 

以 下 设 4 是 一 个 偏 序 集 ， 

4 的 一 个 元 素 a 叫做 4 的 一 个 极 大 元 素 ， 如 果 对 于 任 意 PE 
4 来 说 ， 只 要 a 委 2， 就 必然 有 4=5。 

设 刀 是 4 的 一 个 非 空子 集 。 a€ 4 叫做 BB 的 一 个 上 界 ， 如果 
对 于 任意 2EB 来 说 ， 都 有 2 夺 a。 

4 的 一 个 子 集 C 吊 艇 一 个 名 ， 如 果 对 于 任意 4, bEC 来 培 ， 
或 者 ob ， 或 者 ba， 

Zorn 引 理 设 4 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 4 的 每 一 个 链 都 有 一 
个 上 界 ， 则 4 含有 一 个 极 大 元 素 。 

设 4 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 4 的 每 一 个 链 都 有 上 界 ， 那 么 就 称 
4 是 一 个 归纳 集 。Zorn 引 理 是 说 ， 每 一 个 归纳 集 都 含有 一 个 极 
大 元 素 。 
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"AR em Tr "™ 


1。 基数 


设 4，B 是 两 个 集 。 如 果 存 在 一 个 双 射 ，A4 一 B， 那么 就 说 
4 与 已 是 对 等 的 ， 并 且 记 作 4 人 忆 ， 

集 的 对 等 显然 具有 自 反 性 ， 对 称 性 和 传递 性 ， 彼此 对 等 的 集 
组 成 的 类 叫做 集 的 对 等 类 。 每 一 个 集 属 于 且 只 属于 一 个 对 等 类 ， 

一 个 集 4 所 在 的 对 等 类 咀 做 4 的 基数 。 4 的 基数 用 符号 | 4 
来 表示 ， 

根据 这 个 定义 ， 每 一 个 集 有 唯一 的 基数 ; 两 个 集 4 与 B 有 相 
亲 的 基数 必要 且 只 要 4 一 也 

令 站 = 也。 设 2 是 一 个 正 整 数 。 令 1。= [1,2,…, 7%} 是 前 7% 个 
正 整 数 所 组 成 的 集 。 容 易 证 明 ，Im~1, 当 且 仅 当 m=%n。 因 此 ， 我 
们 把 1; 的 基数 |1, | 与 等 同 看 待 。 

一 个 集 4 如 果 与 1 对 等 ， 就 说 4 含有 个 元 素 . 与 菜 个 了 I， 
(2 0 ) 对 等 的 集 叫 做 有 限 集 ， 否 则 叫做 无 限 集 。 根 据 以 上 的 理 
解 ， 一 个 有 限 集 4 的 基数 | 4 就 是 4 所 含 元 素 的 个 数 。' 
自然数 集 马 = {1,2,3…} 的 基数 记 作 六 〈 读 作 aleph 零 ) 。 基 
数 为 并 的 集 〈 即 与 自然 基 集 对 等 的 集 》 叫做 可 数 集 。 整 数 集 乙 ， 
有 理 数 集 Q 都 是 可 数 集 ， 而 实数 集 尽 则 不 是 可 数 集 。 

设 w, 8 是 两 个 基数 。 4, B 是 两 个 不 相交 的 集 ,1 4|=a,1B|= 
5. ao 与 的 和 w+p 定义 为 并 集 4U 基数 14UBl a 与 6 足 
积 a6 定义 为 集合 积 Ax B 的 基数 | 4x B1. 

设 a,B 是 两 个 基数 。4, B 是 两 个 集 ， 分 别 以 w， 为 基数 ， 
14|=a,18B|=B. a 说 是 小 于 或 等 于 记 , 记 作 a 志 6 (或 bp 之 a) ， 
如 果 4 与 B 的 一 个 子 集 对 等 。a 说 是 (严格 ) 小 于 互 , 记 , 作 a<A 
(或 6>a) 。 如 果 wa 和 5 且 ap. | 

容易 验证 ,基数 的 加 靶 和 乘法 以 及 大 小 的 定义 是 没有 歧义 的 ， 
即 不 依赖 于 集 4 和 8B 的 计 取 . 
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下 面 是 关于 基数 的 一 些 基 本 事实 。 这 些 事实 的 证 明 都 不 太 困 
难 。 然 而 我 们 只 把 它们 罗列 在 下 面 而 略 去 证 明 。 读 者 可 以 参看 有 
关 集 论 的 书籍 (例如 ，Hausdorff, 集 论 (中 译本 ) ,科学 出 版 社 ， 
1960) 。 

1” 设 4，B 是 两 个 集 。 如果 | 4| 志 1B1 且 18| 寺 | 41|， 则 
14|=123|. 

2 ” 对 于 任意 两 个 基数 a 与 来 说 

a<f,a=p,p=a 
三 种 情形 必 有 一 种 且 仅 有 一 种 成 立 。 

对 于 基数 oa, 8,?7 来 说 ， 

a<pb, P<? —>a<y. 

3” 任意 一 个 无 限 集 都 含有 一 个 可 数 子 集 。 因 此 ， 对 于 任 趣 
一 个 无 限 基数 a 来 说 ， 都 有 X. 志 a. 

4” 设 4 是 一 个 无 限 基 数 ，p 是 一 个 基数 ， 且 fa。 则 

“i) at+pb=a; (ii) ap =a. 
特别 ， 我 们 有 

5° aga+ 交 = 二 4,0 二 a， 若 49 无限， 

4+ 冯 = 入,GX 一 头 ， 行 G 有限， 


项 
6” 令 4 是 一 个 集 ，?8 是 一 个 正 整数 。 4" = 4X x 4。 
(i) 如 果 4 是 有 限 集 ， 则 | 4*1= 141"; 
如 果 4 是 无 限 集 ， 则 |4"|= |4|. 


(ii ) Ux | = 关 141. 


7? 设 4 是 一 个 无 限 集 。 令 (4) 表示 4 的 一 切 有 限 子 集 所 
组 成 的 集 。 则 | 有 (4)1=|4|。 
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